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Аннотация. В статье исследуется задача о сходимости приближенных
полиномиальных решений уравнения минимальной поверхности. Ранее была
доказана (см. работу [3]) равномерная сходимость таких решений при до-
статочно сильных ограничениях на границу области. Эти ограничения ис-
ключали, например, области, у которых на границе имелись угловые точки.
В данной работе вводится определенная характеристика области и получены
ее нижние оценки, которые позволили распространить результаты о равномер-
ной сходимости на области, удовлетворяющие условию внутреннего конуса.

Ключевые слова: уравнение минимальной поверхности, равномерная
сходимость, приближенное решение, аппроксимация уравнения, оценка рав-
номерной сходимости.

Введение

В данной работе рассматривается вопрос о равномерной сходимости приближен-
ных полиномиальных решений уравнения минимальной поверхности. Отметим, что в
совместной публикации [3] была установлена такая сходимость при условии, что опре-
деленная геометрическая характеристика Δ(Ω) в области Ω, в которой рассматриваются
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решения, является положительной. В частности, области с гладкой границей удовле-
творяли этому требованию. Однако данная характеристика равна нулю для достаточно
широкого класса областей с кусочно-гладкой границей и имеющей достаточно «узкие»
участки у границы. Например, таким участком границы является вершина конуса с уг-
лом меньше π/2. В настоящей работе нами представлен другой подход к определению
величины Δ(Ω), в терминах которой удается распространить результаты работы [3] на
области, удовлетворяющей условию внутреннего конуса.

1. Постановка задачи

Мы рассматриваем вопрос о сходимости приближенных полиномиальных решений
для уравнения минимальной поверхности

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︃
𝑓𝑥𝑖√︀

1 + |∇𝑓 |2

)︃
= 0 (1)

в области Ω с краевым условием
𝑓 |𝜕Ω = ϕ|𝜕Ω, (2)

где ϕ ∈ 𝐶(Ω). Вообще говоря, данная задача Дирихле для произвольной области (да-
же с гладкой границей) не всегда имеет решение. Например, для плоских областей
необходимым и достаточным условием разрешимости задачи Дирихле для произвольной
непрерывной граничной функции ϕ(𝑥) является условие выпуклости этой области. В
пространстве размерности больше двух таким условием является неотрицательность
средней кривизны границы области относительно внешней нормали (см., например,
[5–7; 9–11]). В нашей статье мы не накладываем никаких условий на область Ω, од-
нако предполагаем, что для данной граничной функции ϕ(𝑥) решение задачи (2)–(3)
существует. Понятно, что такие функции ϕ(𝑥) имеются для произвольной области Ω.

Мы исследуем вопрос о равномерной сходимости полиномиальных приближенных
решений уравнения минимальной поверхности, построенных с помощью алгебраических
многочленов.

Предположим, что Ω ⊂ R𝑛 — ограниченная выпуклая область такая, что для неко-
торого многочлена ψ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), степени не более 𝑁0 по каждой переменной, выполнено
ψ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 0 при (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝜕Ω и ψ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) > 0 для (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ Ω. Для
натурального 𝑁 обозначим через 𝐿𝑁 множество всех многочленов вида

𝑣𝑁(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = ψ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)×
𝑁∑︁

ℎ1=1

. . .
𝑁∑︁

ℎ𝑛=1

𝑐ℎ1,...,ℎ𝑛𝑥
ℎ1
1 , . . . , 𝑥ℎ𝑛

𝑛 .

Ясно, что 𝑣𝑁(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 0 для (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝜕Ω. Предположим, что ϕ ∈ 𝐶1(Ω).
Рассмотрим задачу нахождения такого многочлена 𝑣*𝑁 , на котором достигает своего
минимума интеграл площади

σ(ϕ+ 𝑣𝑁) =

∫︁
Ω

√︁
1 + |∇ϕ+∇𝑣𝑁 |2 𝑑𝑥 → min, 𝑣𝑁 ∈ 𝐿𝑁 . (3)

Заметим, что если ϕ изменить внутри области, то мы получим, вообще говоря, другое
решение 𝑣*𝑁 задачи (3). Функцию 𝑓 *

𝑁 = ϕ + 𝑣*𝑁 , 𝑣*𝑁 ∈ 𝐿𝑁 , будем называть полиноми-
альным приближенным решением краевой задачи (2)–(3). Не трудно видеть, что для
любого многочлена 𝑣𝑁 ∈ 𝐿𝑁 выполнено равенство

6 И.В. Трухляева. О сходимости полиномиальных приближенных решений уравнений



МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА

∫︁
Ω

⟨∇ϕ+∇𝑣*𝑁 ,∇𝑣𝑁⟩√︀
1 + |∇ϕ+∇𝑣*𝑁 |2

𝑑𝑥 = 0. (4)

В работе [3] доказана следующая теорема.
Теорема 1. Решение задачи (3) существует и единственно для фиксированной функ-
ции ϕ.
Определение 1. Функцию 𝑓 * = ϕ + 𝑣*𝑁 , 𝑣*𝑁 ∈ 𝐿𝑁 , будем называть полиномиальным
решением краевой задачи (2)–(3), если для любого многочлена 𝑣𝑁 ∈ 𝐿𝑁 выполнено
равенство (4).

Далее нас будет интересовать вопрос о равномерной сходимости в области Ω по-
следовательности полиномиальных решений ϕ+ 𝑣*𝑁 при 𝑁 → ∞. В первую очередь мы
покажем, что при определенных условиях градиенты этих функций остаются ограни-
ченными постоянной, независящей от 𝑁 . Это свойство позволит далее получить оценку
равномерной сходимости к точному решению.

2. Оценка градиента полиномиального решения

Ниже нам понадобится следующая величина

λ𝑁(Ω) = inf
𝑃

(︂∫︀
Ω

|∇𝑃 |2 𝑑𝑥
)︂1/2

√︀
|Ω| sup

Ω
|∇𝑃 |

,

где точная нижняя грань берется по всем многочленам степени не больше, чем 𝑁 .
Пусть 𝑓 ∈ 𝐶2(Ω)∩𝐶(Ω) — решение задачи (2)–(3). Будем ниже предполагать, что

sup
Ω

|∇𝑓 | = 𝑃0 < +∞. Положим 𝑔 = 𝑓 − ϕ.

В работе [3] доказано утверждение.
Теорема 2. Пусть 𝑓 — решение уравнения (3), удовлетворяющее краевому условию (2).
Тогда, если 𝑣*𝑁(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐿𝑁 — решение задачи (3), то выполнена оценка его гради-
ента

sup
Ω

|∇𝑣*𝑁 | ≤ 1 + sup
Ω

|∇𝑔𝑁 |+
1 +

√︀
3(1 + 𝑃 2

0 )√︀
|Ω| λ𝑁

⎛⎝∫︁
Ω

|∇𝑔 −∇𝑔𝑁 |2 𝑑𝑥

⎞⎠1/2

, (5)

𝑔 = 𝑓 − ϕ,

и 𝑔𝑁 — некоторый элемент из 𝐿𝑁 , построение которого будет рассмотрено позже.
Замечание. Из теоремы 2 следует, что при 𝑁 → ∞ градиенты приближенных

решений ϕ+ 𝑣*𝑁 будут равномерно ограничены, если таковой будет величина

1

λ𝑁

⎛⎝∫︁
Ω

|∇𝑔 −∇𝑔𝑁 |2 𝑑𝑥

⎞⎠1/2

,
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а также ограниченными будут градиенты функций 𝑔𝑁(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Для выяснения этих
вопросов нам нужно оценить степень приближения функции 𝑔 многочленами 𝑔𝑁 , а так-
же выяснить, как себя ведет числовая последовательность λ𝑁 при 𝑁 → ∞. Для этого
нам понадобятся оценки аппроксимации функции и ее производных алгебраическими
многочленами.

Пусть Ω — ограниченная область в 𝑛-мерном пространстве с границей Γ, 𝑘 —
натуральное число и функция ψ((𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) удовлетворяет условиям:

1) функция ψ дифференцируема 𝑘 раз и ее производные 𝑘-го порядка удовлетворяют
условию Липшица;

2) ψ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 0 при (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ Γ и ψ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ̸= 0 при (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛 ∖
∖ Γ;

3) |∇ψ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)| > 0 при (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ Γ.

Тогда, как доказано в статье [4], для функции 𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), непрерывно диффе-
ренцируемой 𝑘 раз в Ω и обращающейся в нуль на Γ, можно указать последователь-
ность многочленов 𝑃𝑁(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) степени, не превосходящей 𝑁 по каждой переменной
𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, таких, что

||𝑢− ψ𝑃𝑁 ||𝐶𝑟(Ω) ≤
δ𝑁(𝑢)

𝑁𝑘−𝑟
, 𝑟 = 0, 1, . . . 𝑘, (6)

где δ𝑁(𝑢) → 0 при 𝑁 → ∞.
Далее будем считать, что 𝑔 = 𝑓 − ϕ ∈ 𝐶𝑘(Ω). Теперь мы уточняем способ выбора

функции 𝑔𝑁 , полагая 𝑔𝑁 = ψ𝑃𝑁 , где приближающий многочлен выбран для функции
𝑔 = 𝑓 −ϕ. Применяя (для 𝑟 = 1) оценки (6) для 𝑢 = 𝑓 −ϕ в неравенстве (5), получаем

sup
Ω

|∇𝑣*𝑁 | ≤ 1 +𝐾 + 𝑃0 +
2 +

√︀
3(1 + 𝑃 2

0 )

λ𝑁

δ𝑁(𝑓 − ϕ)
𝑁𝑘−1

, (7)

где 𝐾 = supΩ |∇φ|.
Из этого неравенства видно, что градиенты приближенных решений будут оста-

ваться ограниченными постоянной, независящей от 𝑁 при 𝑁 → ∞, если величина λ𝑁
будет стремиться к нулю не быстрее, чем 𝑂(1/𝑁𝑘−1).

В работе [3] для 𝑛-мерного куба 𝐾𝑎 было получено следующее неравенство

λ𝑁(𝐾𝑎) ≥
1

2𝑛+1

√
ω𝑛

2𝑛/2𝑁𝑛 4
√
𝑛𝑛

. (8)

Введем обозначение
Δ(Ω) = inf

𝑧0∈Ω
𝑎(𝑧0),

где 𝑎(𝑧0) определяется следующим образом: для любого 𝑧0 ∈ Ω находим максимальный
куб 𝐾(𝑧0) ⊂ Ω, не обязательно со сторонами, параллельными осям координат, такой,
что 𝑧0 ∈ 𝐾(𝑧0). Сторону этого куба обозначим 𝑎(𝑧0).

В работе [3] было показано, что λ𝑁 = 𝑂( 1
𝑁𝑛 ) при 𝑁 → ∞ в предположении, что

Δ(Ω) > 0. Очевидно, что имеются области с кусочно-гладкой границей, для которых
Δ(Ω) = 0.

Например, для конуса 𝐶 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) : 𝑥2 + 𝑦2 < 1, 0 < 𝑧 < 𝐴(1−
√
𝑥2 + 𝑦2)} при

достаточно больших 𝐴 > 0 величина Δ(𝐶) = 0.
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Рассмотрим в пространстве переменных (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) наклонный параллелепипед 𝑅,
который получен из куба 𝐾 со стороной 𝑎 > 0: 𝐾 = {𝑢1, . . . , 𝑢𝑛 : 0 ≤ 𝑢𝑖 ≤ 𝑎} в
пространстве с координатами (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) с помощью отображения⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1 = 𝑢1 + 𝑢2 cosα+ · · ·+ 𝑢𝑛 cosα,

𝑥2 = 𝑢2 sinα,

𝑥3 = 𝑢3 sinα,
...

𝑥𝑛 = 𝑢𝑛 sinα.

Отметим, что при α → 0 этот параллелепипед вырождается в отрезок, расположенный
на оси 𝑂𝑥1, 𝑥1 ∈ [0, 𝑛 · 𝑎 ].

Пусть теперь 𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) — многочлен, степень которого по каждой переменной
не превосходит 𝑁 .

Не трудно заметить, что ∀ε > 0 справедливо

𝑛(𝑃 2
𝑥1

+ . . .+ 𝑃 2
𝑥𝑛
) ≥ 𝑃 2

𝑢1
+ . . .+ 𝑃 2

𝑢𝑛
= 𝑃 2

𝑢1
+

𝑛∑︁
𝑖=2

(𝑃𝑥1 cosα+ 𝑃𝑥𝑖
sinα)2 ≥

≥ (1 + (𝑛− 1)(1− ε) cos2 α)𝑃 2
𝑢1

+

(︂
1− 1

ε

)︂
sin2 α

𝑛∑︁
𝑖=2

𝑃 2
𝑢𝑖
≥

≥ min

{︂
1

2
,

sin2 α

1 + 2(𝑛− 1) cos2 α

}︂ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑃 2
𝑢𝑖
.

Для ε = 1 + 1
2(𝑛−1) cos2 α

положим

τ(α) = min

{︂
1

2
,

sin2 α

1 + 2(𝑛− 1) cos2 α

}︂
> 0.

Тогда, используя (8), можем записать(︂∫︀
𝑅

(𝑃 2
𝑥1

+ . . .+ 𝑃 2
𝑥𝑛
)𝑑𝑥

)︂1/2

√︀
|𝑅|max

𝑅
|∇𝑃 |

≥

≥
√︁
τ(α) ·

(︂∫︀
𝐾

(𝑃 2
𝑢1

+ . . .+ 𝑃𝑢𝑛)𝑑𝑢

)︂1/2

√
𝑛
√︀
|𝑅|max

𝐾
|∇𝑥𝑃 |

=

=
√︁
τ(α) ·

(︂∫︀
𝐾

(𝑃 2
𝑢1

+ . . .+ 𝑃𝑢𝑛)(sinα)
𝑛−1)𝑑𝑢

)︂1/2

√
𝑛
√︀
|𝐾|max

𝐾
|∇𝑃 |

√︃
|𝐾|
|𝑅|

=

=
√︁
τ(α) ·

(︂∫︀
𝐾

(𝑃 2
𝑢1

+ . . .+ 𝑃𝑢𝑛)𝑑𝑢

)︂1/2

√
𝑛
√︀
|𝐾|max

𝐾
|∇𝑃 |

≥
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≥
√︀
τ(α)

√
ω𝑛

2𝑛/2𝑁𝑛 4
√
𝑛𝑛+2

.

Таким образом, для параллелепипеда 𝑅ℎ,α со стороной ℎ > 0 и острым углом α ∈ (0,π/2]
выполнено неравенство

λ𝑁(𝑅ℎ,α) ≥
τ(α)

2𝑛+1

√
ω𝑛

2𝑛/2𝑁𝑛 4
√
𝑛𝑛

. (9)

Пусть теперь задана произвольная область Ω ∈ 𝑅𝑛. Предположим, что найдется такое
число α(Ω) ∈ (0,π/2], что всякая точка 𝑧0 области содержится в некотором паралле-
лепипеде 𝑅 ⊂ Ω с острым углом α(Ω). При этом 𝑧0 не обязательно должна быть его
центром. Для любого 𝑧0 ∈ Ω найдем максимальный по стороне 𝑅 ⊂ Ω такой, что 𝑧0 ∈ 𝑅.
Пусть сторона этого параллелепипеда ℎ(𝑧0) > 0. Будем считать, что

𝐻(Ω) = inf
𝑧0∈Ω

ℎ(𝑧0) > 0.

Рассуждая также, как и в [3], получим неравенство

λ𝑁(Ω) ≥
𝐻(Ω)

√︀
τ(α)

√
ω𝑛

2𝑛/2𝑁𝑛 4
√
𝑛𝑛+2

.

Теорема 3. Пусть ограниченная область Ω ⊂ R𝑛 такова, что 𝐻(Ω) > 0 и α(Ω) > 0.
Тогда справедлива следующая оценка

λ𝑁(Ω) ≥
𝐻(Ω)

√︀
τ(α)

√
ω𝑛

2𝑛/2𝑁𝑛 4
√
𝑛𝑛+2

. (10)

3. Оценка равномерной сходимости

Далее воспользуемся методом оценки решений из работы [2]. Пусть 𝑓 — реше-
ние уравнения минимальной поверхности в области Ω ⊂ R2, 𝑓 ∈ 𝐶𝑘(Ω). Пусть 𝑣*𝑁 —
решение задачи (3), для которого справедливо (4). Положим 𝑓 *

𝑁 = ϕ+ 𝑣*𝑁 .
Мы будем предполагать, что

sup
Ω

|∇𝑓 | = 𝑃0 < +∞.

Далее будем рассуждать так же, как и в работе [2]. Положим 𝑓 𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑓 *
𝑁(𝑥, 𝑦)+

+ 𝑡(𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓 *
𝑁(𝑥, 𝑦)) и 𝑃 *

𝑁 = sup
Ω

|∇𝑓 *
𝑁 |, 𝑃𝑁 = max{1, 𝑃0, 𝑃

*
𝑁}. Понятно, что 𝑓 *|𝜕Ω =

= 𝑓 |𝜕Ω. Отметим, что 𝑃𝑁 , вообще говоря, зависит от 𝑁 . Однако, если предположить,
что 𝑘 > 2 и для области постоянные 𝐻(Ω) и α(Ω) положительны, то из неравенств (7)
и (10) следует, что при 𝑁 → ∞ величина 𝑃𝑁 будет оставаться ограниченной некоторой
постоянной 𝑃 .

В работе [3] было показано, что последовательность приближенных полиномиаль-
ных решений 𝑓𝑁

* равномерно сходится в Ω к решению 𝑓 ∈ 𝐶𝑘(Ω), 𝑘 ≥ 𝑛+1, уравнения
(3), при условии, что λ𝑁 ≥ 𝐶

𝑁𝑛 , 𝐶 — постоянная, независящая от 𝑁 .
Теорема 3 утверждает, что данное условие для области Ω выполнено, если 𝐻(Ω) >

> 0. Очевидно, что величина 𝐻(Ω) будет положительной, если к каждой точке границы
𝜕Ω можно коснуться изнутри некоторым конусом фиксированного размера и угла при
его вершине. Поэтому, в таких областях будет иметь место равномерная сходимость
𝑓𝑁

* к 𝑓 .

10 И.В. Трухляева. О сходимости полиномиальных приближенных решений уравнений
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Abstract. In this paper we consider the polynomial approximate solutions
of the minimal surface equation. It is shown that under certain conditions on
the geometric structure of the domain the absolute values of the gradients of the
solutions are bounded as the degree of these polynomials increases. The obtained
properties imply the uniform convergence of approximate solutions to the exact
solution of the minimal surface equation. In numerical solving of boundary value
problems for equations and systems of partial differential equations, a very
important issue is the convergence of approximate solutions.The study of this
issue is especially important for nonlinear equations since in this case there
is a series of difficulties related with the impossibility of employing traditional
methods and approaches used for linear equations. At present, a quite topical
problem is to determine the conditions ensuring the uniform convergence of
approximate solutions obtained by various methods for nonlinear equations and
systems of equations of variational kind (see, for instance, [1]). For nonlinear
equations it is first necessary to establish some a priori estimates of the derivatives
of approximate solutions. In this paper, we gave a substantiation of the variational
method of solving the minimal surface equation in the case of multidimensional
space. We use the same approach that we used in [3] for a two-dimensional
equation. Note that such a convergence was established in [3] under the condition
that a certain geometric characteristic Δ(Ω) in the domain Ω, in which the
solutions are considered, is positive. In particular, domain with a smooth boundary
satisfied this requirement. However, this characteristic is equal to zero for a
fairly wide class of domains with piecewise-smooth boundaries and sufficiently
“narrow” sections at the boundary. For example, such a section of the boundary
is the vertex of a cone with an angle less than π/2. In this paper, we present
another approach to determining the value of Δ(Ω) in terms of which it is possible
to extend the results of the work [3] in domains satisfying the cone condition.

Key words: minimal surface equation, uniform convergence, approximate
solution, approximation of equations, estimation of uniform convergence.
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