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Аннотация. В работе исследуются спектральные свойства интегро-диф-
ференциального оператора второго порядка с вырожденным ядром методом
подобных операторов. Получены результаты об асимптотике спектра и сходи-
мости спектральных разложений интегро-дифференциального оператора.
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Введение. Основные понятия метода подобных операторов

Пусть 𝐿2[0, 1] — гильбертово пространство комплексных измеримых (классов) функ-
ций, суммируемых с квадратом модуля и со скалярным произведением вида (𝑥, 𝑦) =

=
1∫︀
0

𝑥(τ)𝑦(τ)𝑑τ. Через 𝑊 2
2 [0, 1] обозначим пространство Соболева

𝑊 2
2 [0, 1] = {𝑥 ∈ 𝐿2[0, 1] : 𝑥

′ абсолютно непрерывна, 𝑥′′ ∈ 𝐿2[0, 1]}.

Рассматривается оператор ℒ : 𝐷(ℒ) ⊂ 𝐿2[0, 1] → 𝐿2[0, 1], задаваемый интегро-дифферен-
циальным выражением вида

(ℒ𝑥)(𝑡) = −�̈�(𝑡)−
1∫︁

0

𝐾(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠 (1)
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с областью определения 𝐷(ℒ) = {𝑥 ∈ 𝑊 2
2 [0, 1], 𝑥(0) = 𝑥(1) = 0} и краевыми условиями

𝑥(0) = 𝑥(1) = 0. (2)

Представим его в виде 𝐴−𝐵, где 𝐵,𝐴 : 𝐷(ℒ) ⊂ 𝐿2[0, 1] → 𝐿2[0, 1],

𝐴𝑥 = −�̈�(𝑡),

(𝐵𝑥)(𝑡) =

1∫︁
0

𝐾(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠. (3)

Оператор 𝐴 будем считать невозмущенным оператором, 𝐵 — возмущением, которое
представляет собой интегральный оператор с вырожденным ядром

𝐾(𝑡, 𝑠) =
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖(𝑡)𝑞𝑖(𝑠), 𝑝𝑖, 𝑞𝑖 ∈ 𝐿2[0, 1].

Основные результаты статьи (теорема 3) связаны с изучением спектральных свойств
оператора ℒ, заданного формулами (1), (2).

В настоящей статье для исследования спектральных свойств оператора ℒ применя-
ется вариант метода подобных операторов, адаптированный для операторов рассматри-
ваемого класса и позволяющий получить оценку сходимости спектральных разложений
рассматриваемого оператора.

Метод подобных операторов берет свое начало с метода Пуанкаре нормальных
форм для обыкновенных дифференциальных уравнений и тесно связан с методом А.М. Ля-
пунова кинематического подобия дифференциальных операторов [11], абстрактным ва-
риантом замены Крылова — Боголюбова [2; 4]. Основная идея метода подобных опера-
торов состоит в преобразовании исследуемого оператора 𝐴 − 𝐵 к другому, подобному
ему оператору 𝐴−𝐵0, где 𝐵0 имеет несложную по отношению к 𝐴 структуру.

Впервые метод подобных операторов был изложен К.О. Фридрихсом [15] для воз-
мущенных самосопряженных операторов с абсолютно непрерывным спектром. Р. Терне-
ром [20] для возмущенных нормальных вполне непрерывных операторов были получены
теоремы о возможности их преобразования к диагональному оператору в базисе невоз-
мущенного оператора. Дальнейшее свое развитие метод подобных операторов получил в
работах А.Г. Баскакова [2–6], который стал использовать технику абстрактного гармо-
нического анализа линейных операторов, и его учеников [9; 13; 14; 16–19]. Отметим, что
в настоящее время метод подобных операторов постоянно развивается и адаптируется
к различным классам операторов. Поэтому изложения метода, например, в [4] и в [8]
отличаются.

В изложении метода подобных операторов будем придерживаться аксиоматического
подхода, как в работах [3–7], опираясь в основном на работу [7]. Отметим также рабо-
ты [8; 9; 13; 14; 16–19], в которых с помощью метода подобных операторов исследуются
спектральные характеристики различных операторов.

Пусть 𝐻 — бесконечномерное комплексное сепарабельное гильбертово простран-
ство, а 𝐸𝑛𝑑 𝐻 — банахова алгебра линейных ограниченных операторов, действующих
в 𝐻, ‖𝑋‖∞ = sup

‖𝑥‖≤1

‖𝑋𝑥‖ — норма оператора в 𝐸𝑛𝑑 𝐻.
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Определение 1 ([6]). Два оператора 𝐴𝑖 : 𝐷(𝐴𝑖) ⊂ 𝐻 → 𝐻, 𝑖 = 1, 2, называются подоб-
ными, если существует непрерывно обратимый оператор 𝑈 ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐻 (𝑈−1 ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐻),
такой, что 𝑈𝐷(𝐴2) = 𝐷(𝐴1), и выполняется равенство 𝐴1𝑈𝑥 = 𝑈𝐴2𝑥, 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴2).
Оператор 𝑈 называется оператором преобразования подобия оператора 𝐴1 в 𝐴2.
Определение 2 ([7]). Линейный оператор 𝐶 : 𝐷(𝐶) ⊂ 𝐻 → 𝐻 называется подчиненным
оператору 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝐻 → 𝐻, то есть 𝐶 ∈ ℒ𝐴(𝐻), если выполнены следующие два
условия:

1) 𝐷(𝐶) ⊇ 𝐷(𝐴);
2) существует постоянная 𝑀 > 0 такая, что конечна величина

‖𝐶‖𝐴 = inf{𝑀 : ‖𝐶𝑥‖ ≤ 𝑀(‖𝐴𝑥‖+ ‖𝑥‖), 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴)},

принимаемая за норму в ℒ𝐴(𝐻).
Определяющим понятием метода подобных операторов является понятие допусти-

мой тройки для невозмущенного оператора 𝐴.
Определение 3 ([7]). Тройка (𝒰 , 𝐽,Γ), 𝐽 : 𝒰 → 𝒰 , Γ: 𝒰 → 𝐸𝑛𝑑 𝐻, называется допу-
стимой для оператора 𝐴, а 𝒰 — допустимым пространством возмущений, если:

1) 𝒰 — банахово пространство (со своей нормой ‖ · ‖*), непрерывно вложенное в
банахово пространство ℒ𝐴(𝐻), то есть существует постоянная 𝑀0 > 0 такая, что
‖𝐵‖𝐴 ≤ 𝑀0‖𝐵‖* для любого оператора 𝐵 ∈ 𝒰 ;

2) 𝐽,Γ — трансформаторы (то есть линейные операторы, действующие в пространстве
линейных операторов);

3) (Γ𝑋)𝑥 ∈ 𝐷(𝐴) для любых 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴) и имеет место равенство:

𝐴Γ𝑋 − (Γ𝑋)𝐴 = 𝑋 − 𝐽𝑋, 𝑋 ∈ 𝒰 ,

(равенство понимается как равенство элементов из 𝒰);

4) 𝑋Γ𝑌 , (Γ𝑌 )𝑋 ∈ 𝒰 , 𝑋, 𝑌 ∈ 𝒰 , и существуют постоянные γ1 > 0, γ2 > 0 такие, что
‖Γ‖ ≤ γ1 и max{‖𝑋Γ𝑌 ‖*, ‖(Γ𝑌 )𝑋‖*} ≤ γ2‖𝑋‖*‖𝑌 ‖*;

5) выполнено одно из условий:

а) ImΓ𝑋 ⊂ 𝐷(𝐴), где ImΓ𝑋 — образ оператора Γ𝑋, и 𝐴Γ𝑋 ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐻;
б) для любого 𝑋 ∈ 𝒰 и для любого ε > 0 существует число νε ∈ ρ(𝐴)(ρ(𝐴) —

резольвентное множество оператора 𝐴) такое, что

‖𝑋𝑅(νε, 𝐴)‖∞ < ε, 𝑅(νε, 𝐴) = (𝐴− νε𝐼)−1,

где 𝐼 — тождественный оператор.

Пусть 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝐻 → 𝐻 — нормальный оператор (см., например, [12, гл. 10,
с. 39]) (частный случай нормального — самосопряженный оператор), то есть 𝐷(𝐴) =
= 𝐷(𝐴*), ‖𝐴𝑥‖ = ‖𝐴*𝑥‖, 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴), спектр которого представим в виде: σ(𝐴) =
=
⋃︀
𝑗≥1

σ𝑗, 0 /∈ σ(𝐴), где σ𝑗, 𝑗 ≥ 1, — взаимно непересекающиеся компактные мно-

жества, такие, что dist(0,σ1) < dist(0,σ2) < . . . , lim
𝑛→∞

dist(0,σ𝑛) = ∞. Обозначим

𝑃𝑗, 𝑗 ≥ 1, — проектор Рисса, построенный по спектральному множеству σ𝑗, 𝐴𝑗 =
= 𝐴𝑃𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝐴𝑗 ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐻, |σ𝑗| = sup

λ∈σ𝑗
|λ|. Введем двусторонний идеал σ2(𝐻)
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операторов Гильберта — Шмидта, действующих в гильбертовом пространстве 𝐻, из
алгебры 𝐸𝑛𝑑 𝐻 с нормой ‖ · ‖2) (см. [10, гл. 3, § 9]). В качестве пространства воз-
мущений 𝒰 рассматривается оператор 𝐵 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝐻 → 𝐻, допускающий представле-
ние 𝐵 = 𝐵0𝐴, 𝐵0 ∈ σ2(𝐻), причем существуют две ненулевые последовательности
{α𝑖}∞1 , {β𝑗}∞1 , такие, что имеют место оценки: ‖𝑃𝑖𝐵0𝑃𝑗‖ ≤ 𝑐 · α𝑖 · β𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . ,
для некоторой постоянной 𝑐 > 0. Наименьшая из констант, удовлетворяющих этому
неравенству, определяет норму в 𝒰 . Пусть 𝑛 — некоторое натуральное число, положим

Δ𝑛 =
𝑛⋃︀

𝑘=1

σ𝑘, 𝑃 (Δ𝑛, 𝐴) — проектор Рисса, построенный по спектральному множеству

Δ𝑛. Обозначим 𝑄1 = 𝑄1𝑛 = 𝑃 (Δ𝑛, 𝐴) = 𝑃1+𝑃2+ . . .+𝑃𝑛, 𝑄2 = 𝑄2𝑛 = 𝐼 −𝑄1𝑛. Транс-
форматоры 𝐽𝑛 : 𝒰 → 𝒰 и Γ𝑛 : 𝒰 → σ2(𝐻), 𝑛 ≥ 1, определяются следующим образом:
𝐽𝑛𝑋 = 𝑄1𝑋𝑄1 +𝑄2𝑋𝑄2, Γ𝑛𝑋 = Γ(1)

𝑛 𝑋 + Γ(2)
𝑛 𝑋, где

Γ(1)
𝑛 𝑋 =

∑︁
𝑚≥𝑛+1

𝑛∑︁
𝑘=1

Γ𝑛(𝑃𝑚𝑋0𝐴𝑃𝑘), Γ(2)
𝑛 𝑋 =

𝑛∑︁
𝑚=1

∑︁
𝑘≥𝑛+1

Γ𝑛(𝑃𝑚𝑋0𝐴𝑃𝑘).

На операторных блоках 𝑃𝑚𝑋0𝑃𝑘𝐴 трансформатор Γ𝑛 определяется как решение урав-
нения 𝐴𝑃𝑚𝑌0𝑚𝑘 − 𝑌0𝑚𝑘𝐴𝑃𝑘 = 𝑃𝑚𝑋0𝑃𝑘, удовлетворяющее условию 𝑃𝑚𝑌0𝑚𝑘𝑃𝑘 = 𝑌0𝑚𝑘,
где 𝑘 ≥ 𝑛+ 1, 𝑚 ≤ 𝑛 либо 𝑘 ≤ 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛+ 1. Для всех остальных значений 𝑚 и 𝑘
полагается Γ𝑛(𝑃𝑚𝑋0𝑃𝑘𝐴) = 0.

Основные результаты статьи получены с использованием следующих утверждений.
Теорема 1 ([14]). Пусть 𝑛 — натуральное число, такое, что

γ1(𝑛) =

(︃
𝑛∑︁

𝑚=1

∑︁
𝑘≥𝑛+1

|σ𝑘|2β2
𝑘α

2
𝑚 + β2

𝑚α
2
𝑘|σ𝑚|2

(dist(σ𝑚,σ𝑘))2

)︃1/2

< ∞,

γ2(𝑛) = max

{︃
max
𝑗≤𝑛

{︂ ∑︁
𝑘≥𝑛+1

|σ𝑘|α𝑘β𝑘

dist(σ𝑗,σ𝑘)

}︂
, sup
𝑗≥𝑛+1

{︂ 𝑛∑︁
𝑘=1

|σ𝑘|α𝑘β𝑘

dist(σ𝑗,σ𝑘)

}︂}︃
< ∞,

причем выполнено условие: 2max {γ1(𝑛),γ2(𝑛)} + γ1(𝑛) + γ2(𝑛) < 1. Тогда оператор
𝐴−𝐵 подобен оператору 𝐴− 𝐽𝑛𝑋

*(𝑛), где 𝑋*(𝑛) ∈ 𝒰 имеет вид

𝑋*(𝑛) = 𝑋*
11(𝑛) +𝑋*

12(𝑛) +𝑋*
21(𝑛) +𝑋*

22(𝑛); (4)

𝑋*
𝑖𝑗(𝑛) = 𝑄𝑖𝑋

*(𝑛)𝑄𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, есть решение системы уравнений{︃
𝑋𝑖𝑖 = 𝐵𝑖𝑗Γ𝑋𝑗𝑖 +𝐵𝑖𝑖, (𝑖 = 1, 𝑗 = 2) ∨ (𝑖 = 2, 𝑗 = 1),

𝑋𝑖𝑗 = 𝐹𝑖𝑗(𝑋𝑖𝑗);

оператор 𝐹𝑖𝑗 : 𝒰𝑖𝑗 → 𝒰𝑖𝑗 задается формулой

𝐹𝑖𝑗(𝑋) = 𝐵𝑖𝑖Γ𝑋 − (Γ𝑋)𝐵𝑗𝑗 − (Γ𝑋)(𝐵𝑗𝑖Γ𝑋) +𝐵𝑖𝑗;

𝐵𝑖𝑗 = 𝑄𝑖𝐵𝑄𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, — блоки оператора 𝐵 ∈ 𝒰 , являющегося возмущением опера-
тора 𝐴; допустимое пространство возмущений 𝒰 является прямой суммой четырех
замкнутых подпространств вида 𝒰𝑖𝑗 = {𝑄𝑖𝑋𝑄𝑗, 𝑋 ∈ 𝒰} , 𝑖, 𝑗 = 1, 2. Оператор пре-
образования подобия имеет вид 𝐼 + Γ𝑛𝑋

*(𝑛).
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Теорема 2 ([14]). Пусть операторы 𝐴 и 𝐵 ∈ 𝒰 таковы, что γ1(𝑛) → 0, γ2(𝑛) → 0
при 𝑛 → ∞. Тогда, начиная с некоторого 𝑛0, оператор 𝐴 − 𝐵 подобен оператору
𝐴 − 𝐽𝑛𝑋

*(𝑛), 𝑛 ≥ 𝑛0, где 𝑋*(𝑛) представимо в виде (4) и ‖𝑃 (Δ𝑛, 𝐴) − 𝑃 (̃︀Δ𝑛, 𝐴 −
− 𝐵)‖ → 0 при 𝑛 → ∞, причем ̃︀Δ𝑛 = σ((𝐴 − 𝐽𝑛𝑋

*(𝑛)) | 𝑃 (Δ𝑛, 𝐴)𝐻) ⊂ σ(𝐴 − 𝐵),
где 𝑃 (̃︀Δ𝑛, 𝐴−𝐵) — проектор Рисса, построенный по спектральному множеству ̃︀Δ𝑛

оператора 𝐴−𝐵.
Следствие 1. Пусть выполнены условия теоремы 2, тогда

‖(𝐼 − 𝑃 (̃︀Δ𝑛, 𝐴−𝐵))𝑥−
∑︁

𝑖≥𝑛+1

𝑃𝑖𝑥‖ −→ 0,

при 𝑛 → ∞ и для любого фиксированного 𝑥 ∈ 𝐻.

1. Основные результаты

Перейдем к исследованию спектральных свойств оператора ℒ : 𝐷(ℒ) ⊂ 𝐿2[0, 1] →
→ 𝐿2[0, 1], задаваемого выражением (1).

Подставим выражение для 𝐾(𝑡, 𝑠) в формулу (3). Получим:

(𝐵𝑥)(𝑡) =

1∫︁
0

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑡)𝑞𝑖(𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠 =
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖(𝑡)

1∫︁
0

𝑞𝑖(𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠 =
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖(𝑡)(𝑥, 𝑞𝑖).

Рассматриваемый оператор 𝐴 является самосопряженным положительно определенным
оператором, который имеет простые собственные значения λ𝑛 = π2𝑛2, 𝑛 ∈ N, а соб-
ственные функции, отвечающие этим собственным значениям, 𝑒𝑛(𝑡) =

√
2 sinπ𝑛𝑡, об-

разуют ортонормированный базис в гильбертовом пространстве 𝐿2[0, 1] (см., например,
[4, с. 50]). Положим Δ1(𝑛) = {λ1, . . . , λ𝑛} , 𝑃𝑛 = 𝑃 (Δ1(𝑛), 𝐴), 𝑃𝑗 = 𝑃 (λ𝑗, 𝐴), 𝑗 =
= 1, 2, . . ., — проектор Рисса, построенный по одноточечному множеству σ𝑗 = {π2𝑗2},
𝑃𝑗𝑥 = (𝑥, 𝑒𝑗)𝑒𝑗, (·, ·) — скалярное произведение в 𝐿2[0, 1]. Применяя метод подобных
операторов для исследования спектральных свойств оператора 𝐴−𝐵, получим следую-
щие основные результаты статьи.

В следующей лемме получены оценки на последовательности ‖𝑃𝑖𝐵0𝑃𝑗‖, 𝑖, 𝑗 =
= 0, 1, 2, . . ., участвующие в формулировке теоремы 1.

Лемма 1. Оператор 𝐵 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝐿2[0, 1] → 𝐿2[0, 1], задаваемый соотношением (3),
представим в виде 𝐵 = 𝐵0𝐴, где 𝐵0 ∈ σ2(𝐿2[0, 1]) (σ2(𝐿2[0, 1]) — идеал операто-
ров Гильберта — Шмидта, действующих в гильбертовом пространстве 𝐿2[0, 1]), и
имеют место оценки

‖𝑃𝑖𝐵0𝑃𝑗‖ ≤ α𝑖β𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . ,

где α𝑖 =
1
2
sup
𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑘∑︀
𝑛=1

1∫︀
0

𝑞𝑛(𝑠)
sinπ𝑗𝑠

𝑗
𝑑𝑠 ·

1∫︀
0

𝑝𝑛(𝑡) sinπ𝑖𝑡𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒, 𝑖 = 1, 2, . . .; β𝑗 =

1
π2𝑗

, 𝑗 = 1, 2, . . .

Теорема 3. Пусть для любых функций 𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘, принадлежащих гильбертову
пространству 𝐿2[0, 1]), и для последовательностей γ1,γ2 : N → R+ = [0,∞), опреде-
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ленных формулами

γ1(𝑛) =
1

2π2

(︃∑︁
𝑚≥1
�̸�=𝑛

𝑛2

(︃
sup
𝑗

𝑘∑︀
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑗 𝑝sin𝑖𝑚

𝑗

)︃2

+𝑚2

(︃
sup
𝑗

|
𝑘∑︀

𝑖=1
𝑞sin𝑖𝑗 𝑝sin𝑖𝑛 |

𝑗

)︃2

|𝑛2 −𝑚2|2

)︃ 1
2

< ∞,

γ2(𝑛) =
1

2π2
max

{︃𝑛 sup
𝑗

|
𝑘∑︀

𝑖=1
𝑞sin𝑖𝑗 𝑝sin𝑖𝑛 |

𝑗

2𝑛− 1
,
∑︁
𝑚≥1
�̸�=𝑛

𝑚 sup
𝑗

|
𝑘∑︀

𝑖=1
𝑞sin𝑖𝑗 𝑝sin𝑖𝑚|

𝑗

|𝑛2 −𝑚2|

}︃
< ∞,

где 𝑝sin𝑖𝑗 = 2
1∫︀
0

𝑝𝑖(𝑡) sinπ𝑗𝑡𝑑𝑡, 𝑞sin𝑖𝑗 = 2
1∫︀
0

𝑞𝑖(𝑡) sinπ𝑗𝑠𝑑𝑠 — коэффициенты разложения

функций 𝑝𝑖 и 𝑞𝑖 в ряд Фурье по синусам; выполнены условия lim
𝑛→∞

γ1(𝑛) = 0, lim
𝑛→∞

γ2(𝑛) =

= 0. Тогда спектр σ(𝐴 − 𝐵) оператора 𝐴 − 𝐵 представим в виде σ(𝐴 − 𝐵) =

= ̃︀σ𝑚⋃︀(︂ ⋃︀
𝑛≥𝑚+1

̃︀σ𝑛)︂, где ̃︀σ𝑛, 𝑛 ≥ 𝑚 + 1 — одноточечные множества, а ̃︀σ𝑚 — конеч-

ное множество с числом точек, не превосходящим 𝑚. При этом для собственных
значений ̃︀λ𝑛 и собственных функций ̃︀𝑒𝑛 оператора (1) имеют место оценки:

⃒⃒⃒⃒
⃒̃︀λ𝑛 − π2𝑛2 − 1

2

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑛 𝑝
sin
𝑖𝑛 +

1

4π2

∑︁
𝑚≥1
�̸�=𝑛

𝑘∑︀
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑛 𝑝
sin
𝑖𝑚

𝑘∑︀
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑚𝑝
sin
𝑖𝑛

𝑛2 −𝑚2

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ const · 𝑛 · sup
𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑗

𝑗
𝑝sin𝑖𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒ · γ2(𝑛);

(︃ 1∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
⃒̃︀𝑒𝑛(𝑡)−√

2 sinπ𝑛𝑡+

√
2

2π2

∞∑︁
𝑚=1

𝑘∑︀
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑛 𝑝
sin
𝑖𝑚

𝑛2 −𝑚2
sinπ𝑚𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑑𝑡

)︃ 1
2

≤

≤ const · 𝑛 ·
(︃ ∞∑︁

𝑚=1

(︃
sup
𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑘∑︀
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑗

𝑗
𝑝sin𝑖𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃2

|𝑛2 −𝑚2|2

)︃ 1
2

.

2. Доказательство основных результатов

Доказательство леммы 1. Покажем, что оператор 𝐵 представим в виде 𝐵𝑥 = 𝐵0𝐴𝑥.
Действительно, 𝐵𝑥 = 𝐵𝐼𝑥 = 𝐵𝐴−1𝐴𝑥 = 𝐵0𝐴𝑥, где 𝐵0 = 𝐵𝐴−1.

Докажем, что ‖𝑃𝑖𝐵0𝑃𝑗‖ ≤ α𝑖β𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , для введенных последовательно-
стей α𝑖,β𝑗 . Так как

𝑃𝑖𝐵0𝑃𝑗𝑥 = (𝐵0𝑃𝑗𝑥, 𝑒𝑖)𝑒𝑖 = (𝐵0(𝑥, 𝑒𝑗)𝑒𝑗, 𝑒𝑖)𝑒𝑖 = (𝑥, 𝑒𝑗)(𝐵0𝑒𝑗, 𝑒𝑖)𝑒𝑖 =
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= (𝑥, 𝑒𝑗)(𝐵𝐴−1𝑒𝑗, 𝑒𝑖)𝑒𝑖 = (𝑥, 𝑒𝑗)(𝐵
1

λ𝑗
𝑒𝑗, 𝑒𝑖)𝑒𝑖 =

1

λ𝑗
(𝑥, 𝑒𝑗)(𝐵𝑒𝑗, 𝑒𝑖)𝑒𝑖,

то

‖𝑃𝑖𝐵0𝑃𝑗‖ ≤ |(𝐵𝑒𝑗, 𝑒𝑖)|
λ𝑗

=
𝑗

λ𝑗
· |(𝐵𝑒𝑗, 𝑒𝑖)|

𝑗
=

𝑗

π2𝑗2
· |(𝐵𝑒𝑗, 𝑒𝑖)|

𝑗
=

1

π2𝑗
· |(𝐵𝑒𝑗, 𝑒𝑖)|

𝑗
≤

≤ 1

π2𝑗
· sup

𝑗

|(𝐵𝑒𝑗, 𝑒𝑖)|
𝑗

.

Ясно, что последовательность {β𝑗} =
{︁

1
π2𝑗

}︁
, 𝑗 ≥ 1, принадлежит 𝑙2. Докажем, что и

последовательность {α𝑖} = {sup
𝑗

|(𝐵𝑒𝑗 ,𝑒𝑖)|
𝑗

} также суммируема с квадратом.

Вычислим |(𝐵𝑒𝑗, 𝑒𝑖)|.

|(𝐵𝑒𝑗, 𝑒𝑖)| =
⃒⃒⃒⃒
⃒
(︃

𝑘∑︁
𝑛=1

𝑝𝑛(𝑡)

1∫︁
0

𝑞𝑛(𝑠)𝑒𝑗(𝑠)𝑑𝑠

)︃
· 𝑒𝑖(𝑡)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑛=1

1∫︁
0

𝑝𝑛(𝑡) ·
(︃ 1∫︁

0

𝑞𝑛(𝑠)
√
2 sinπ𝑗𝑠𝑑𝑠

)︃
·
√
2 sinπ𝑖𝑡𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑛=1

1∫︁
0

√
2𝑞𝑛(𝑠) sinπ𝑗𝑠𝑑𝑠 ·

1∫︁
0

√
2𝑝𝑛(𝑡) sinπ𝑖𝑡𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 1

2

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑛=1

𝑞sin𝑛𝑗 · 𝑝sin𝑛𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒.

Следовательно, имеет место представление последовательности {α𝑖}:

α𝑖 = sup
𝑗

1
2

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑘∑︀
𝑛=1

𝑞sin𝑛𝑗 · 𝑝sin𝑛𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑗
=

1

2
sup
𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑘∑︀
𝑛=1

1∫︀
0

𝑞𝑛(𝑠) sinπ𝑗𝑠𝑑𝑠 ·
1∫︀
0

𝑝𝑛(𝑡) sinπ𝑖𝑡𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑗
=

=
1

2
sup
𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑛=1

1∫︁
0

𝑞𝑛(𝑠)
sinπ𝑗𝑠

𝑗
𝑑𝑠 ·

1∫︁
0

𝑝𝑛(𝑡) sinπ𝑖𝑡𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒.

Таким образом, α𝑖 =
1
2
sup
𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑘∑︀
𝑛=1

1∫︀
0

𝑞𝑛(𝑠)
sinπ𝑗𝑠

𝑗
𝑑𝑠 ·

1∫︀
0

𝑝𝑛(𝑡) sinπ𝑖𝑡𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒. В силу неравенства Ко-

ши — Буняковского ⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑛=1

𝑞sin𝑛𝑗

𝑗
· 𝑝sin𝑛𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

(︃
𝑘∑︁

𝑛=1

|𝑞sin𝑛𝑗 |2

𝑗2

)︃ 1
2

·
(︃ ∞∑︁

𝑛=1

|𝑝𝑛𝑖|2
)︃ 1

2

.

Тогда
∞∑︁
𝑖=1

|α𝑖|2 =
1

4

∞∑︁
𝑖=1

(︃
sup
𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑛=1

1∫︁
0

𝑞𝑛(𝑠)
sinπ𝑗𝑠

𝑗
𝑑𝑠 ·

1∫︁
0

𝑝𝑛(𝑡) sinπ𝑖𝑡𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃2

=
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=
1

4

∞∑︁
𝑖=1

(︃
sup
𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑛=1

𝑞sin𝑛𝑗

𝑗
· 𝑝sin𝑛𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃2

≤ 1

4

∞∑︁
𝑖=1

(︃
sup
𝑗

𝑘∑︁
𝑛=1

|𝑞sin𝑛𝑗 |2

𝑗2
·

∞∑︁
𝑛=1

|𝑝sin𝑛𝑖 |2
)︃

=

=
1

4

∞∑︁
𝑖=1

(︃
sup
𝑗

𝑘∑︁
𝑛=1

|𝑝sin𝑛𝑖 |2 ·
∞∑︁
𝑛=1

|𝑞sin𝑛𝑗 |2

𝑗2

)︃
< ∞.

Так как числа 𝑝sin𝑛𝑖 = 2
1∫︀
0

𝑝𝑛(𝑡) sinπ𝑖𝑡𝑑𝑡 и 𝑞sin𝑛𝑗 = 2
1∫︀
0

𝑞𝑛(𝑠) sinπ𝑗𝑠𝑑𝑠 являются коэффициен-

тами Фурье для функции 𝑎0, а числа 𝑎01, 𝑎
sin
1𝑖 , 𝑎cos1𝑖 — коэффициентами Фурье функций 𝑝𝑛

и 𝑞𝑛, 𝑛 = 1, 𝑘, по системе (𝑒1, 𝑒2, . . .) собственных функций оператора 𝐴, следовательно,
{α𝑖} ∈ 𝑙2, то есть оператор 𝐵0 — оператор Гильберта — Шмидта. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 3. Как показано в работе [14, теорема 2.1.2, с. 60], при
выполнении условий lim

𝑛→∞
γ1(𝑛) = 0, lim

𝑛→∞
γ2(𝑛) = 0 для собственных значений ̃︀λ𝑛 и

собственных функций ̃︀𝑒𝑛(𝑡) оператора 𝐴−𝐵 справедливы оценки:⃒⃒⃒⃒
⃒̃︀λ𝑛 − λ𝑛 − (𝐵𝑒𝑛, 𝑒𝑛) +

∞∑︁
𝑚=1
𝑚 ̸=𝑛

(𝐵𝑒𝑛, 𝑒𝑚)(𝐵𝑒𝑚, 𝑒𝑛)

λ𝑛 − λ𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ λ𝑛γ2(𝑛)α𝑛β𝑛√︀

𝐷(𝑛)
, (5)

⃦⃦⃦⃦
⃦̃︀𝑒𝑛 − 𝑒𝑛 + (𝐵𝑒𝑛, 𝑒𝑛) +

∞∑︁
𝑚=1
𝑚 ̸=𝑛

(𝐵𝑒𝑛, 𝑒𝑚)

λ𝑛 − λ𝑚
𝑒𝑚

⃦⃦⃦⃦
⃦ ≤

(︃
∞∑︀

𝑚=1
�̸�=𝑛

α2
𝑚

|λ𝑛−λ𝑚|2

)︃ 1
2

λ𝑛β𝑛

√︀
𝐷(𝑛)

, (6)

где 𝐷(𝑛) = (1−γ1(𝑛)−γ2(𝑛))2−4γ1(𝑛)γ2(𝑛), λ𝑛 и 𝑒𝑛(𝑡) — соответственно собственные
значения и собственные функции невозмущенного оператора 𝐴.

В правые части этих оценок входит величина 1√
𝐷(𝑛)

. Оценим ее.

√︁
𝐷(𝑛) =

√︁
(1− γ1(𝑛)− γ2(𝑛))2 − 4γ1(𝑛)γ2(𝑛) =

=
√︁
(1 + (γ1(𝑛)− γ2(𝑛))2 − 2γ1(𝑛)− 2γ2(𝑛) ≥

√︁
(1− 2γ1(𝑛)− 2γ2(𝑛).

Так как lim
𝑛→∞

γ1(𝑛) = 0, lim
𝑛→∞

γ2(𝑛) = 0, то можно указать константу, ограничивающую

сверху 1√
𝐷(𝑛)

.

Выпишем входящие в оценки (5) и (6) величины α𝑛, β𝑛, λ𝑛, (𝐵𝑒𝑛, 𝑒𝑚):

α𝑛 =
1

2
sup
𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑖=1

1∫︁
0

𝑞𝑖(𝑠)
sinπ𝑗𝑠

𝑗
𝑑𝑠 ·

1∫︁
0

𝑝𝑖(𝑡) sinπ𝑛𝑡𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 1

2
sup
𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑗

𝑗
𝑝sin𝑖𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒;

β𝑛 =
1

π2𝑛
; λ𝑛 = π2𝑛2;

(𝐵𝑒𝑛, 𝑒𝑚) = 2
𝑘∑︁

𝑖=1

1∫︁
0

𝑞𝑖(𝑠) sinπ𝑛𝑠𝑑𝑠 ·
1∫︁

0

𝑝𝑖(𝑡) sinπ𝑚𝑡𝑑𝑡 =
1

2

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑛 𝑝
sin
𝑖𝑚.
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Подставим все эти величины в оценку (5). Получим:

⃒⃒⃒⃒
⃒̃︀λ𝑛 − π2𝑛2 − 1

2

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑛 𝑝
sin
𝑖𝑛 +

∞∑︁
𝑚=1
�̸�=𝑛

1
2

𝑘∑︀
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑛 𝑝
sin
𝑖𝑚 · 1

2

𝑘∑︀
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑚𝑝
sin
𝑖𝑛

π2(𝑛2 −𝑚2)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒̃︀λ𝑛 − π2𝑛2 − 1

2

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑛 𝑝
sin
𝑖𝑛 +

1

4π2

∞∑︁
𝑚=1
𝑚 ̸=𝑛

𝑘∑︀
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑛 𝑝
sin
𝑖𝑚

𝑘∑︀
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑚𝑝
sin
𝑖𝑛

𝑛2 −𝑚2

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤
π2𝑛2γ2(𝑛) · 1

2
sup
𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑘∑︀
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑗

𝑗
𝑝sin𝑖𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒ · 1

π2𝑛√︀
𝐷(𝑛)

≤ const · 𝑛 · sup
𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑗

𝑗
𝑝sin𝑖𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒ · γ2(𝑛).

Оценка (6) примет вид:

⃦⃦⃦⃦
⃦̃︀𝑒𝑛 −√

2 sinπ𝑛𝑡+
∞∑︁

𝑚=1
�̸�=𝑛

1
2

𝑘∑︀
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑛 𝑝
sin
𝑖𝑚

π2(𝑛2 −𝑚2)
·
√
2 sinπ𝑚𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦ =

=

⃦⃦⃦⃦
⃦̃︀𝑒𝑛 −√

2 sinπ𝑛𝑡+

√
2

2π2

∞∑︁
𝑚=1
�̸�=𝑛

𝑘∑︀
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑛 𝑝
sin
𝑖𝑚

𝑛2 −𝑚2
·
√
2 sinπ𝑚𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦ ≤

≤

(︃
∞∑︀

𝑚=1
𝑚 ̸=𝑛

1
4

(︃
sup
𝑗

𝑘∑︀
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑗
𝑗

𝑝sin𝑖𝑛

)︃2

π4|𝑛2−𝑚2|

)︃ 1
2

· π2𝑛2 · 1
π2𝑛√︀

𝐷(𝑛)
≤ const · 𝑛 ·

(︃ ∞∑︁
𝑚=1
�̸�=𝑛

(︃
sup
𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑘∑︀
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑗

𝑗
𝑝sin𝑖𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃2

|𝑛2 −𝑚2|2

)︃ 1
2

.

Учитывая, что норма в выражении (6) берется в гильбертовом пространстве 𝐿2[0, 1],
получим окончательную оценку на собственные функции оператора 𝐴−𝐵:

(︃ 1∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
⃒̃︀𝑒𝑛(𝑡)−√

2 sinπ𝑛𝑡+

√
2

2π2

∞∑︁
𝑚=1
𝑚 ̸=𝑛

𝑘∑︀
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑛 𝑝
sin
𝑖𝑚

𝑛2 −𝑚2
·
√
2 sinπ𝑚𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

𝑑𝑡

)︃ 1
2

≤

≤ const · 𝑛 ·
(︃ ∞∑︁

𝑚=1
�̸�=𝑛

(︃
sup
𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑘∑︀
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑗

𝑗
𝑝sin𝑖𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃2

|𝑛2 −𝑚2|2

)︃ 1
2

.

Теорема доказана.
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Очередное утверждение, справедливое для рассматриваемого оператора (1), следует
из работы [13, лемма 2].

Пусть функции 𝑝𝑖, 𝑞𝑖 ∈ 𝐿2[0, 1]. Тогда, начиная с некоторого натурального 𝑛0,
оператор 𝐴 − 𝐵 подобен оператору 𝐴 − 𝐽𝑛𝑋

*(𝑛), 𝑛 ≥ 𝑛0, где 𝑋*(𝑛) представим в виде
(4), и ‖𝑃 (Δ1(𝑛), 𝐴)− 𝑃 (̃︀Δ1(𝑛), 𝐴−𝐵)‖ → 0 при 𝑛 → ∞.

Учитывая, что норма в последнем выражении берется в гильбертовом пространстве
𝐿2[0, 1], получим окончательную оценку:(︃ 1∫︁

0

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

(︃ 1∫︁
0

𝑥(𝑠)̃︀𝑒𝑗(𝑠)𝑑𝑠
)︃̃︀𝑒𝑗(𝑡)− 2

𝑛∑︁
𝑗=1

(︃ 1∫︁
0

𝑥(𝑠) sinπ𝑗𝑠𝑑𝑠

)︃
sinπ𝑗𝑡

)︃2

𝑑𝑡

)︃ 1
2

→ 0

для любого фиксированного 𝑥 из 𝐿2[0, 1] при 𝑛 → ∞, где ̃︀𝑒𝑗 — собственные (и, возмож-
но, присоединенные) функции оператора 𝐴−𝐵.

ПРИМЕЧАНИЕ

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект № 19-01-00732).
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Abstract. We consider operator ℒ acting in the Hilbert space 𝐿2[0, 1]

defined by the integro-differential expression (ℒ𝑥)(𝑡) = −�̈�(𝑡)−
1∫︀
0

𝐾(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠

with the domain 𝐷(ℒ) = {𝑥 ∈ 𝑊 2
2 [0, 1], 𝑥(0) = 𝑥(1) = 0}, where 𝑊 2

2 [0, 1] is
the Sobolev space {𝑥 ∈ 𝐿2[0, 1] : 𝑥

′ is absolutely continuous, 𝑥′′ ∈ 𝐿2[0, 1]}, and
the boundary conditions 𝑥(0) = 𝑥(1) = 0.

To study spectral properties of the operator ℒ, it is represented in the
form (ℒ𝑥)(𝑡) = (𝐴𝑥)(𝑡) − (𝐵𝑥)(𝑡), where with (𝐴𝑥)(𝑡) = −�̈�(𝑡), (𝐵𝑥)(𝑡) =

=
1∫︀
0

𝐾(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠. Operator 𝐴 is considered an unperturbed operator, 𝐵 is a

perturbation, which is an integral operator with a degenerate kernel 𝐾(𝑡, 𝑠) =

=
𝑘∑︀

𝑖=1
𝑝𝑖(𝑡)𝑞𝑖(𝑠), 𝑝𝑖, 𝑞𝑖 ∈ 𝐿2[0, 1].

As a method of studying spectral properties of the operator 𝐴 − 𝐵 the
method of similar operators serves.

One of the main results is
Theorem 3. Let for any functions 𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘, belonging to a Hilbert

space 𝐿2[0, 1], and for the sequences γ1,γ2 : N → R+ = [0,∞), defined by
formulas

γ1(𝑛) =
1

2π2

(︃∑︁
𝑚≥1
�̸�=𝑛

𝑛2

(︃
sup
𝑗

𝑘∑︀
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑗 𝑝sin𝑖𝑚

𝑗

)︃2

+𝑚2

(︃
sup
𝑗

|
𝑘∑︀

𝑖=1
𝑞sin𝑖𝑗 𝑝sin𝑖𝑛 |

𝑗

)︃2

|𝑛2 −𝑚2|2

)︃ 1
2

< ∞,

γ2(𝑛) =
1

2π2
max

{︃𝑛 sup
𝑗

|
𝑘∑︀

𝑖=1
𝑞sin𝑖𝑗 𝑝sin𝑖𝑛 |

𝑗

2𝑛− 1
,
∑︁
𝑚≥1
�̸�=𝑛

𝑚 sup
𝑗

|
𝑘∑︀

𝑖=1
𝑞sin𝑖𝑗 𝑝sin𝑖𝑚|

𝑗

|𝑛2 −𝑚2|

}︃
< ∞,

where 𝑝sin𝑖𝑗 = 2
1∫︀
0

𝑝𝑖(𝑡) sinπ𝑗𝑡𝑑𝑡, 𝑞sin𝑖𝑗 = 2
1∫︀
0

𝑞𝑖(𝑡) sinπ𝑗𝑠𝑑𝑠 are the expansion

coefficients of functions 𝑝𝑖 and 𝑞𝑖 in the Fourier series in sines, the conditions
are satisfied: lim

𝑛→∞
γ1(𝑛) = 0, lim

𝑛→∞
γ2(𝑛) = 0. Then the spectrum σ(𝐴−𝐵) of the

operator 𝐴− 𝐵 can be represented in the form σ(𝐴− 𝐵) = ̃︀σ𝑚⋃︀(︂ ⋃︀
𝑛≥𝑚+1

̃︀σ𝑛)︂,
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where ̃︀σ𝑛, 𝑛 ≥ 𝑚+1, are single-point sets, and ̃︀σ𝑚 are finite sets with the number
of points not exceeding 𝑚. Moreover, for their eigenvalues ̃︀λ𝑛 and eigenfunctions̃︀𝑒𝑛 of operator (1), we have the estimates:

⃒⃒⃒⃒
⃒̃︀λ𝑛 − π2𝑛2 − 1

2

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑛 𝑝
sin
𝑖𝑛 +

1

4π2

∑︁
𝑚≥1
𝑚 ̸=𝑛

𝑘∑︀
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑛 𝑝
sin
𝑖𝑚

𝑘∑︀
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑚𝑝
sin
𝑖𝑛

𝑛2 −𝑚2

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ const · 𝑛 · sup
𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑗

𝑗
𝑝sin𝑖𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒ · γ2(𝑛),

(︃ 1∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
⃒̃︀𝑒𝑛(𝑡)−√

2 sinπ𝑛𝑡+

√
2

2π2

∞∑︁
𝑚=1

𝑘∑︀
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑛 𝑝
sin
𝑖𝑚

𝑛2 −𝑚2
sinπ𝑚𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑑𝑡

)︃ 1
2

≤

≤ const · 𝑛 ·
(︃ ∞∑︁

𝑚=1

(︃
sup
𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑘∑︀
𝑖=1

𝑞sin𝑖𝑗

𝑗
𝑝sin𝑖𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃2

|𝑛2 −𝑚2|2

)︃ 1
2

.
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