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Аннотация.В настоящее время операторы свертки на дискретных неком-
мутативных группах интенсивно исследуются ввиду их прикладной значимо-
сти. Такие операторы применяются, в частности, в области передачи данных;
в задачах защиты данных, обеспечивающих информационную безопасность;
при разработке методов кодирования в сетях и каналах передачи данных; в
обработке изображений и теории фильтров. В работе для алгебры операто-
ров свертки на бесконечной диэдральной группе D∞ разработано символиче-
ское исчисление, в терминах которого найдены необходимые и достаточные
условия обратимости операторов из этой алгебры, и построено вложение в
матричную алгебру операторов свертки на группе целых чисел, расширенную
некоторым инволютивным оператором.

В теории проекционных методов решения операторных уравнений по ис-
ходному оператору строится последовательность уравнений с более простыми
операторами для того, чтобы решение исходного уравнения можно было ап-
проксимировать с заданной точностью решением более простого уравнения,
то есть строится редукция от исходного обратимого оператора к более про-
стому обратимому оператору. В работе изучена связь между двойственными
объектами группы D∞ и конечной диэдральной группы D𝑚, на основе этого
построен оператор редукции, который обратимому оператору свертки на D∞
ставит в соответствие обратимый оператор свертки на D𝑚, приведены свой-
ства этого оператора.

Ключевые слова: оператор свертки, конечная некоммутативная диэд-
ральная группа, бесконечная некоммутативная диэдральная группа, преобра-
зование Фурье, двойственный объект, обратимость оператора свертки.

Введение

В последние годы активно развивается гармонический анализ на некоммутативных
группах в связи с широкой областью его практического применения (см., например,
[1; 3; 5; 13; 15; 17]). Среди некоммутативных групп следует выделить конечную диэд-
ральную группу D𝑚 и ее бесконечный аналог D∞, которые используются в работе [15]
для создания фильтров и анализа изображений, применяются в теории кодирования [1],
в задачах дифракции на телах с некоммутативной группой симметрий [5].

В теории проекционных методов решения операторных уравнений по исходному
оператору строится последовательность более простых операторов и уравнений с ни-
ми таким образом, чтобы решение исходного уравнения можно было аппроксимировать
с заданной точностью решением более простого уравнения. В рамках такого подхода
строится редукция от исходного обратимого оператора к более простому обратимому
оператору. В случае операторов дискретной свертки на группе Z𝑛 в работе [9] (см.
также [10]) приводится конструкция редукции от исходного оператора на группе Z𝑛 к
оператору на конечной группе Z𝑛

𝑚.
Целью настоящей работы является построение символического исчисления для опе-

раторов свертки на D∞, нахождение условий обратимости оператора свертки на D∞, изу-
чение связи двойственных объектов для D𝑚, D∞ и построение редукции от оператора
свертки на бесконечной группе D∞ к оператору свертки на конечной группе D𝑚.
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В разделе 1 приводятся сведения о диэдральных группах. Во втором разделе изу-
чается ограниченность и обратимость оператора свертки на D∞. В разделе 4 получена
конструкция редукции, на основе связи между двойственными объектами групп D∞ и
D𝑚, описанной в разделе 3.

1. Предварительные сведения о групповой алгебре
бесконечной диэдральной группы

1.1. Диэдральные группы

Бесконечная диэдральная группа D∞ определяется как группа квадратных (2 ×
× 2) — матриц над кольцом целых чисел Z следующего вида(︂

ε 𝑘
0 1

)︂
, (1)

где ε = ±1, 𝑘 ∈ Z ([11, с. 19]). Матрицы из D∞ будем записывать в виде пар (𝑘, ε),
тогда

(𝑥, ε) · (𝑦, δ) = (𝑥+ ε𝑦, εδ). (2)

Элементы 𝑎 = (1, 1), 𝑏 = (0,−1) являются образующими и имеет место копредставление

D∞ = ⟨𝑎, 𝑏 | 𝑏2 = 𝑒, 𝑏𝑎𝑏 = 𝑎−1⟩, (3)

при этом
𝑎𝑥 = (𝑥, 1), 𝑎𝑥𝑏 = (𝑥,−1). (4)

Отметим, что D∞ — полупрямое произведение группы Z и мультипликативной группы
𝐶2 = {1,−1}:

D∞ = Z oα 𝐶2, (5)

где гомоморфизм α : 𝐶2 → Aut(Z) определяется условием: α(1) = id — тождественное
отображение, α(−1) = inv — инверсия, то есть inv(𝑧) = −𝑧 для 𝑧 ∈ Z.

Конечная диэдральная группа D𝑚, где 𝑚 — целое положительное число, опреде-
ляется как группа квадратных (2 × 2) — матриц над кольцом Z𝑚 вида (1). Матрицы
из D𝑚 будем записывать в виде пар (𝑘, ε), тогда групповая операция имеет вид (2).
Элементы �̃� = (1, 1) и �̃� = (0,−1) являются образующими группы D𝑚 и имеет место
копредставление

D𝑚 = ⟨�̃�, �̃� | �̃�𝑚 = 𝑒, �̃�2 = 𝑒, �̃��̃��̃� = �̃�𝑚−1⟩, (6)

то есть D𝑚 = {𝑒, �̃�, . . . , �̃�𝑚−1, �̃�, �̃��̃�, . . . , �̃�𝑚−1�̃�} [12, с. 68].

1.2. Представления группы D∞

Если 𝑋 — компактное хаусдорфово пространство, а 𝐴 — 𝐶*-алгебра, то через
𝐶(𝑋,𝐴) обозначим 𝐶*-алгебру непрерывных функций, действующих из 𝑋 в 𝐴 с равно-
мерной нормой. Пусть 𝐿(𝑛;C), где 𝑛 ∈ N, — алгебра квадратных матриц порядка 𝑛 над
полем комплексных чисел с операторной нормой, а D — ее подалгебра всех матриц вида[︂

α β

β α

]︂
, α,β ∈ C. (7)
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Рассмотрим групповую алгебру CD∞, которая состоит из всевозможных формаль-
ных линейных комбинаций

∑︁
𝑔∈D∞

𝑎𝑔𝑔 элементов группы с произвольными коэффициента-

ми 𝑎𝑔 ∈ C, из которых только конечное число отлично от нуля. Сложение и умножение
на скаляр в CD∞ выполняются покомпонентно, а умножение выполняется по правилу:(︃∑︁

𝑔

𝑎𝑔𝑔

)︃(︃∑︁
ℎ

𝑏ℎℎ

)︃
=
∑︁
𝑔ℎ

𝑎𝑔𝑏ℎ𝑔ℎ =
∑︁
𝑓

𝑐𝑓𝑓,

𝑐𝑓 =
∑︁
𝑔ℎ=𝑓

𝑎𝑔𝑏ℎ =
∑︁
𝑡

𝑎𝑓𝑡−1𝑏𝑡 =
∑︁
𝑠

𝑎𝑠𝑏𝑠−1𝑓 . (8)

𝐶*-алгебра 𝐶*(D∞) определяется как замыкание групповой алгебры CD∞ по макси-
мальной 𝐶*-норме [14, с. 293]. В [16, c. 78] доказана следующая теорема.
Теорема 1. Существует изоморфизм

σ : 𝐶*(D∞) → S = {𝑓 ∈ 𝐶([0, 1], 𝐿(2;C)) | 𝑓(0), 𝑓(1) ∈ D},

определяемый на образующих элементах группы D∞ следующим образом:

σ(𝑎)(𝑡) =

[︂
𝑒𝑖π𝑡 0
0 𝑒−𝑖π𝑡

]︂
, σ(𝑏)(𝑡) =

[︂
0 1
1 0

]︂
.

Пользуясь теоремой 1, можно получить набор всех двумерных неприводимых уни-
тарных представлений группы D∞:

{ρ𝑡}𝑡∈[0;1], (9)

где ρ𝑡(𝑥, ε) = (σ(𝑥, ε))(𝑡), (𝑥, ε) ∈ D∞. Отметим, что

ρ𝑡(𝑥, 1) =

[︂
𝑒𝑖π𝑡𝑥 0
0 𝑒−𝑖π𝑡𝑥

]︂
, ρ𝑡(𝑥,−1) =

[︂
0 𝑒𝑖π𝑡𝑥

𝑒−𝑖π𝑡𝑥 0

]︂
. (10)

Группа D∞ имеет также одномерные представления π1,π2,π3,π4 ([16, c. 80]), определя-
емые на образующих равенствами

π1(𝑎) = π1(𝑏) = 1; π2(𝑎) = 1,π2(𝑏) = −1; π3(𝑎) = −1,π3(𝑏) = 1; π4(𝑎) = π4(𝑏) = −1.
(11)

2. Ограниченность и обратимость операторов свертки на D∞

На группе D∞ зададим атомарную меру, полагая меру каждой точки равной еди-
нице, и рассмотрим пространство Лебега 𝐿𝑝(D∞), 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞. Норму функции 𝑓 в
пространстве 𝐿𝑝(D∞) обозначим через ‖𝑓‖𝑝. Напомним, что оператор левого сдвига τ𝑔
на группе D∞ действует в 𝐿𝑝(D∞) и определяется по формуле:

(τ𝑔𝑓)(𝑦) = 𝑓(𝑔−1𝑦), 𝑔 ∈ D∞.

Пусть α ∈ 𝐿1(D∞). Оператор левой свертки в пространстве 𝐿𝑝(D∞), 1 < 𝑝 ≤ ∞,
определяется формулой

(𝐶α𝑓)(𝑥, ε) =
∑︁

(𝑦,δ)∈D∞

α(𝑦, δ)𝑓((𝑦, δ)−1(𝑥, ε)) =
∑︁

(𝑦,δ)∈D∞

𝑎(𝑦, δ)(τ(𝑦,δ)𝑓)(𝑥, ε). (12)
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2.1. Ограниченность

Приведем прямое доказательство ограниченности оператора левой свертки для 𝑝 ∈
∈ (1,∞].
Теорема 2. Оператор 𝐶α является линейным ограниченным оператором в простран-
стве 𝐿𝑝(D∞), 1 < 𝑝 ≤ ∞. При этом для нормы оператора справедлива оценка:

‖𝐶α‖𝑝 ≤ ‖α‖1.

Доказательство. Рассмотрим два случая.
1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(D∞), 1 < 𝑝 < ∞. Покажем, что 𝐶α𝑓 ∈ 𝐿𝑝(D∞) и оператор 𝐶α огра-

ничен в пространстве 𝐿𝑝(D∞). Ввиду теоремы об общем виде линейного непрерывного
функционала в пространстве 𝐿𝑞(D∞) [6, c. 181], для этого достаточно показать, что
𝐶α𝑓 определяет элемент пространства сопряженного пространства 𝐿*

𝑞(D∞)(∼= 𝐿𝑝(D∞)).
Пусть 𝑔 ∈ 𝐿𝑞(D∞). Тогда

(𝐶α𝑓, 𝑔) =
∑︁
(𝑥,ε)

𝑔(𝑥, ε)
∑︁
(𝑦,δ)

α(𝑦, δ)𝑓((𝑦, δ)−1(𝑥, ε)). (13)

Оценим:

|(𝐶α𝑓, 𝑔)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
(𝑥,ε)

𝑔(𝑥, ε)
∑︁
(𝑦,δ)

α(𝑦, δ)𝑓((𝑦, δ)−1(𝑥, ε))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

≤
∑︁
(𝑥,ε)

|𝑔(𝑥, ε)|
∑︁
(𝑦,δ)

|α(𝑦, δ)||𝑓((𝑦, δ)−1(𝑥, ε))| =
∑︁
(𝑦,δ)

|𝑎(𝑦, δ)|
∑︁
(𝑥,ε)

|𝑓((𝑦, δ)−1(𝑥, ε))||𝑔(𝑥, ε)| ≤

≤ sup
(𝑦,δ)

⎛⎝∑︁
(𝑥,ε)

|𝑓((𝑦, δ)−1(𝑥, ε))||𝑔(𝑥, ε)|

⎞⎠ ‖𝑎‖1.

Таким образом,

|(𝐶α𝑓, 𝑔)| ≤ sup
(𝑦,δ)

⎛⎝∑︁
(𝑥,ε)

|𝑓((𝑦, δ)−1(𝑥, ε))||𝑔(𝑥, ε)|

⎞⎠ ‖α‖1. (14)

По неравенству Гельдера при любом (𝑥, ε) ∈ D∞

∑︁
(𝑥,ε)

|𝑓((𝑦, δ)−1(𝑥, ε))||𝑔(𝑥, ε)| ≤

⎛⎝∑︁
(𝑥,ε)

|𝑓((𝑦, δ)−1(𝑥, ε))|𝑝
⎞⎠ 1

𝑝
⎛⎝∑︁

(𝑥,ε)

|𝑔(𝑥, ε)|𝑞
⎞⎠ 1

𝑞

.

Но ⎛⎝∑︁
(𝑥,ε)

|𝑓((𝑦, δ)−1(𝑥, ε))|𝑝
⎞⎠ 1

𝑝

=

⎛⎝∑︁
(𝑥′,ε′)

|𝑓((𝑥′, ε′))|𝑝
⎞⎠ 1

𝑝

= ‖𝑓‖𝑝. (15)

Тогда, учитывая (14) и (15), получаем, что

|(𝐶α𝑓, 𝑔)| ≤ ‖𝑎‖1‖𝑓‖𝑝‖𝑔‖𝑞 (16)
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Согласно [2, c. 802]
‖𝐶α𝑓‖𝑝 = sup

‖𝑔‖𝑞≤1

|(𝐶α𝑓, 𝑔)|,

поэтому, используя неравенство (16), получаем

‖𝐶α𝑓‖𝑝 ≤ sup
‖𝑔‖𝑞=1

(‖α‖1‖𝑓‖𝑝‖𝑔‖𝑞) = ‖α‖1‖𝑓‖𝑝.

Таким образом, 𝐶α𝑓 ∈ 𝐿𝑝(D∞) и при этом ‖𝐶α‖𝑝 ≤ ‖α‖1.
2. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿∞. Покажем, что 𝐶α𝑓 ∈ 𝐿∞(D∞) и оператор 𝐶α ограничен в про-

странстве 𝐿∞(D∞). Оценим:

‖𝐶α𝑓‖∞ = sup
(𝑥,ε)∈D∞

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
(𝑦,δ)

α(𝑦, δ)𝑓((𝑦, δ)−1(𝑥, ε))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

≤ sup
(𝑥,ε)∈D∞

|𝑓((𝑦, δ)−1(𝑥, ε))| sup
(𝑦,δ)∈D∞

∑︁
(𝑦,δ)

|α(𝑦, δ)|. (17)

Отметим, что

sup
(𝑥,ε)∈D∞

|𝑓((𝑦, δ)−1(𝑥, ε))| = sup
(𝑥′,ε′)∈D∞

|𝑓((𝑥′, ε′))| = ‖𝑓‖∞. (18)

Принимая во внимание (17) и (18), получаем

‖𝐶α𝑓‖∞ ≤ ‖𝑓‖∞‖α‖1.

Отсюда следует, что 𝐶α𝑓 ∈ 𝐿∞(D∞), и справедливость оценки ‖𝐶α‖∞ ≤ ‖α‖1.

2.2. Символ и условия обратимости

Далее на протяжении всей статьи мы ограничимся рассмотрением случая 𝑝 = 2.
Пусть ℒ(𝐿2(D∞)) — 𝐶*-алгебра всех линейных ограниченных операторов в пространстве
𝐿2(D∞). Через Alg(𝑀), где 𝑀 ⊂ ℒ(𝐿2(D∞)), обозначим алгебру операторов, порожден-
ную множеством 𝑀 , а через Alg(𝑀) — ее замыкание.

Рассмотрим оператор свертки

𝐶α : 𝐿2(D∞) → 𝐿2(D∞), α ∈ 𝐿1(D∞),

который определяется по формуле (12) и в силу теоремы 2 является ограниченным в
пространстве 𝐿2(D∞). Если ядро α — финитная функция, то

𝐶α =
∑︁

(𝑎,𝑑)∈D∞

α(𝑎, 𝑑)τ(𝑎,𝑑). (19)

Определим 𝐶*-алгебру
𝑉 (D∞) = Alg({𝐶α}α∈𝐿1(D∞)),

которую будем отождествлять с 𝐶*-алгеброй 𝐶*(D∞) (см. [14, с. 293]), и рассмотрим
изоморфизм

σ : 𝑉 (D∞) → S (20)
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из теоремы 1, который будем называть символом. Для произвольного оператора 𝐴 ∈
∈ 𝑉 (D∞) матрицу-функцию σ(𝐴) будем называть символом оператора 𝐴.

Группу обратимых элементов произвольной алгебры A будем обозначать через
𝐺(A). Из того, что σ — изоморфизм, вытекает следующий критерий обратимости.
Теорема 3. Если оператор 𝐴 принадлежит 𝑉 (D∞), то следующие три утверждения
равносильны:

1) 𝐴 ∈ 𝐺(𝑉 (D∞)),
2) σ(𝐴) ∈ 𝐺(S),
3) ∀𝑡 ∈ [0, 1], det(σ(𝐴)(𝑡)) ̸= 0.
Пример. Рассмотрим оператор левой свертки 𝐶ϕ (см. (12), (8)) с ядром

ϕ = 2(5, 1) + 𝑖(4,−1) + 17(−3, 1) ∈ CD∞ ⊂ 𝐿1(D∞).

Воспользовавшись равенствами (10), найдем представления элементов бесконечной ди-
эдральной группы из носителя ϕ:

ρ𝑡(5, 1) =

[︂
𝑒5𝑖π𝑡 0
0 𝑒−5𝑖π𝑡

]︂
, ρ𝑡(4,−1) =

[︂
0 𝑒4𝑖π𝑡

𝑒−4𝑖π𝑡 0

]︂
, ρ𝑡(−3, 1) =

[︂
𝑒−3𝑖π𝑡 0
0 𝑒3𝑖π𝑡

]︂
.

Тогда
(σ(𝐶ϕ))(𝑡) = (σ(𝐶2(5,1)+𝑖(4,−1)+17(−3,1)))(𝑡) =

= (2σ(𝐶(5,1)))(𝑡) + (𝑖σ(𝐶(4,−1)))(𝑡) + (17σ(𝐶(−3,1)))(𝑡) =

= 2ρ𝑡(5, 1) + 𝑖ρ𝑡(4,−1) + 17ρ𝑡(−3, 1) =

= 2

[︂
𝑒5𝑖π𝑡 0
0 𝑒−5𝑖π𝑡

]︂
+ 𝑖

[︂
0 𝑒4𝑖π𝑡

𝑒−4𝑖π𝑡 0

]︂
+ 17

[︂
𝑒−3𝑖π𝑡 0
0 𝑒3𝑖π𝑡

]︂
=

=

[︂
2𝑒5𝑖π𝑡 + 17𝑒−3𝑖π𝑡 𝑖𝑒4𝑖π𝑡

𝑖𝑒−4𝑖π𝑡 2𝑒−5𝑖π𝑡 + 17𝑒3𝑖π𝑡

]︂
.

Вычислим определитель полученной матрицы-функции:

det(σ(𝐶ϕ)(𝑡)) = 4+34(𝑒8𝑖π𝑡+𝑒−8𝑖π𝑡)+289−𝑖2 = 294+34(𝑒8𝑖π𝑡+𝑒−8𝑖π𝑡) = 294+68 cos 8π𝑡.

Он отличен от нуля для всех 𝑡 ∈ [0, 1], поэтому в силу теоремы 3 оператор 𝐶ϕ обратим.

2.3. Связь операторов свертки на бесконечной диэдральной группе
с операторами свертки на группе Z

Рассмотрим отображение Λ : 𝐿2(D∞) → 𝐿2
2(Z) = 𝐿2(Z) ⊕ 𝐿2(Z), действующее по

правилу:
(Λϕ)(𝑥) = (ϕ(𝑥, 1),ϕ(𝑥,−1))𝑇 , (21)

где ϕ ∈ 𝐿2(D∞), а 𝑇 означает транспонирование. Тогда обратным к Λ является отобра-
жение Λ−1 : 𝐿2

2(Z) → 𝐿2(D∞), определяемое для (ψ1,ψ2)
𝑇 ∈ 𝐿2

2(Z) равенством

(Λ−1(ψ1,ψ2)
𝑇 )(𝑥, ε) = ψ(𝑥, ε) =

{︂
ψ1(𝑥), ε = 1,
ψ2(𝑥), ε = −1.

(22)

66 В.М. Деундяк, Д.А. Леонов, А.А. Сенчукова. Символическое исчисление и обратимость



МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА

Напомним, оператор левого сдвига τ(𝑎,𝑑) : 𝐿2(D∞) → 𝐿2(D∞) действует по формуле:

(τ(𝑎,𝑑)𝑓)(𝑥, ε) = 𝑓((𝑎, 𝑑)−1(𝑥, ε)) = 𝑓((−𝑑𝑎, 𝑑)(𝑥, ε)) = 𝑓(𝑑𝑥− 𝑑𝑎, 𝑑ε), 𝑓 ∈ 𝐿2(D∞).

Поэтому в силу (22) для оператора τ(𝑎,𝑑)Λ−1 : 𝐿2
2(Z) → 𝐿2(D∞) выполняется равенство

((τ(𝑎,𝑑)Λ
−1)(ψ1,ψ2)

𝑇 )(𝑥) = (τ(𝑎,𝑑)ψ)(𝑥, ε) = ψ(𝑑𝑥− 𝑑𝑎, ε𝑑).

Теперь воспользуемся (21), вторым равенством из (22) и рассмотрим два случая: при
𝑑 = 1

((Λτ(𝑎,𝑑)Λ
−1)(ψ1,ψ2)

𝑇 )(𝑥) = (ψ1(𝑥− 𝑎),ψ2(𝑥− 𝑎))𝑇 ,

а при 𝑑 = −1

((Λτ(𝑎,𝑑)Λ
−1)(ψ1,ψ2)

𝑇 )(𝑥) = (ψ2(−𝑥+ 𝑎),ψ1(−𝑥+ 𝑎))𝑇 .

Таким образом,

((Λτ(𝑎,𝑑)Λ
−1)(ψ1,ψ2)

𝑇 )(𝑥) =

{︂
(ψ1(𝑥− 𝑎),ψ2(𝑥− 𝑎))𝑇 , 𝑑 = 1,
(ψ2(−𝑥+ 𝑎),ψ1(−𝑥+ 𝑎))𝑇 , 𝑑 = −1.

(23)

Введем мономорфизм групп 𝜗 : C2 → 𝐺𝐿(2,C):

𝜗(1) =

[︂
1 0
0 1

]︂
, 𝜗(−1) =

[︂
0 1
1 0

]︂
. (24)

Рассмотрим также линейный инволютивный оператор θ𝑑(∈ ℒ(𝐿2
2(Z)), действующий по

правилу: (θ𝑑𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝑥) при 𝑑 = 1 и (θ𝑑𝑓)(𝑥) = 𝑓(−𝑥) при 𝑑 = −1.
Лемма 1. Имеет место равенство

Λτ(𝑎,𝑑)Λ
−1 = θ𝑑

[︂
τ𝑎 0
0 τ𝑎

]︂
𝜗(𝑑),

где τ𝑎 — оператор сдвига на 𝑎(∈ Z) в пространстве 𝐿2(Z).

Доказательство. Рассмотрим действие оператора

θ𝑑

[︂
τ𝑎 0
0 τ𝑎

]︂
𝜗(𝑑) (25)

на (ψ1,ψ2)
𝑇 ∈ 𝐿2

2(Z). При 𝑑 = 1:(︂
θ1

[︂
τ𝑎 0
0 τ𝑎

]︂
𝜗(1)

)︂[︂
ψ1(𝑥)
ψ2(𝑥)

]︂
=

[︂
ψ1(𝑥− 𝑎)
ψ2(𝑥− 𝑎)

]︂
.

При 𝑑 = −1:(︂
θ−1

[︂
τ𝑎 0
0 τ𝑎

]︂
𝜗(−1)

)︂[︂
ψ1(𝑥)
ψ2(𝑥)

]︂
=

(︂
θ−1

[︂
0 τ𝑎
τ𝑎 0

]︂)︂ [︂
ψ1(𝑥)
ψ2(𝑥)

]︂
=

[︂
ψ2(−𝑥+ 𝑎)
ψ1(−𝑥+ 𝑎)

]︂
.

Используя (23), убеждаемся, что операторы Λτ(𝑎,𝑑)Λ
−1 и (25) действуют на (ψ1,ψ2)

𝑇 ∈
∈ 𝐿2

2(Z) одинаковым образом.
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Рассмотрим оператор подобия

Λ̂ : ℒ(𝐿2
2(Z)) → ℒ(𝐿2

2(Z)),

определяемый соответствием

𝐴 ↦→ Λ̂(𝐴) = Λ𝐴Λ−1, 𝐴 ∈ ℒ(𝐿2
2(Z)).

Из леммы 1 и формулы (19) вытекает, что для финитной функции α

Λ̂(𝐶α) = Λ𝐶αΛ
−1 =

∑︁
(𝑎,𝑑)∈D∞

α(𝑎, 𝑑)

(︂
θ𝑑

[︂
τ𝑎 0
0 τ𝑎

]︂
𝜗(𝑑)

)︂
. (26)

В силу плотности операторов вида (19) в 𝐶*-алгебре 𝑉 (D∞) отсюда получаем следую-
щее утверждение.
Теорема 4. Оператор подобия Λ̂ мономорфно отображает алгебру 𝑉 (D∞) в (2× 2) —
матричную алгебру сверток 𝑉 (2)(Z) на группе Z, расширенную инволютивным опе-
ратором θ𝑑.

3. Связь двойственных объектов групп D∞ и D𝑚

Унитарные неприводимые представления 𝑇 , 𝑇 ′ группы G называются эквивалент-
ными, если существует такая обратимая матрица 𝑄, что 𝑇 (𝑔) = 𝑄−1𝑇 ′(𝑔)𝑄 для любого
𝑔 ∈ G. Множество классов эквивалентности таких представлений обозначают Ĝ и назы-
вают двойственным объектом группы G. В каждом классе эквивалентности зафиксируем
представитель (представление группы G) и далее, не теряя общности, под Ĝ будем по-
нимать множество таких представителей. Отметим, что мощность |Ĝ| — конечная. Если
группа G коммутативна, то все неприводимые унитарные представления одномерны и
двойственный объект является группой. В некоммутативном случае двойственный объ-
ект для группы G не является группой и построить его труднее [12, с. 10–11].

Пусть
G(Ĝ) =

∏︁
ρ∈Ĝ

𝐿(𝑑ρ,C)— (27)

прямое произведение алгебр квадратных комплексных (𝑑ρ × 𝑑ρ)-матриц из 𝐿(𝑑ρ,C), где
ρ ∈ Ĝ, а 𝑑ρ — размерность неприводимого представления ρ [7, с. 38]. Отметим, что
G(Ĝ) — алгебра с покомпонентно определенными операциями, элементы которой будем
отождествлять с матрицами-функциями ψ на Ĝ, такими что

∀ρ ∈ Ĝ : ψ(ρ) ∈ 𝐿(𝑑ρ,C).

Отметим, что 𝐿2(G(Ĝ)) — пространство квадратично интегрируемых матричных функ-
ций на Ĝ (см. [7, с. 119]). Рассмотрим представления (10), (11) группы D∞ и ее двой-
ственный объект

D̂∞ = {π1,π2,π3,π4, {ρ𝑡}𝑡∈[0;1]}. (28)

Тогда
G(D̂∞) =

∏︁
ρ∈D̂∞

𝐿(𝑑ρ,C),
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где 𝑑π𝑖 = 1, 𝑑ρ𝑡 = 2.
Преобразование Фурье 𝐹 функции 𝑓 из 𝐿1(D∞) определяется по формуле

(𝐹 (𝑓))(ρ) =
∑︁
𝑔∈D∞

𝑓(𝑔)ρ(𝑔),

где ρ ∈ D̂∞ [7, с. 67], и продолжается до изоморфизма

𝐹 : 𝐿2(D∞) → 𝐿2(G(D̂∞)), (29)

где 𝐿2(G(D̂∞)) — пространство квадратично интегрируемых матричных функций на D̂∞
(см. [7, с. 119]).

Отметим, что для оператора свертки 𝐶𝑎 с ядром 𝑎 преобразование Фурье 𝐹 (𝑎)
совпадает с символом σ(𝐶𝑎) (см. (9) (10), (11), (20)).

Напомним вид двойственного объекта D̂𝑚 конечной диэдральной группы D𝑚 [12,
с. 69]. Если 𝑚 — четное, то

D̂𝑚 = {𝜒1, 𝜒2, 𝜒3, 𝜒4, {ζℎ}ℎ=1,...,𝑚−2
2
}, (30)

где характеры (одномерные представления) определяются следующими условиями:

𝜒1(�̃�
𝑘) = 1 и 𝜒1(�̃�

𝑘�̃�) = 1, 𝜒2(�̃�
𝑘) = 1 и 𝜒2(�̃�

𝑘�̃�) = −1,

𝜒3(�̃�
𝑘) = (−1)𝑘 и 𝜒3(�̃�

𝑘�̃�) = (−1)𝑘, 𝜒4(�̃�
𝑘) = (−1)𝑘 и 𝜒4(�̃�

𝑘�̃�) = (−1)𝑘+1, 𝑘 ∈ Z𝑚;

двумерные представления ζℎ при ℎ = 1, . . . , 𝑚−2
2

на элементах диэдральной группы
принимают вид

ζℎ(�̃�
𝑘) =

(︃
𝑒

2π𝑖𝑘ℎ
𝑚 0

0 𝑒−
2π𝑖𝑘ℎ

𝑚

)︃
, ζℎ(�̃�

𝑘�̃�) =

(︃
0 𝑒

2π𝑖𝑘ℎ
𝑚

𝑒−
2π𝑖𝑘ℎ

𝑚 0

)︃
.

В случае нечетного 𝑚 в двойственном объекте остаются два одномерных представления
𝜒1, 𝜒2 и двумерные представления ζℎ, где ℎ = 1, . . . , 𝑚−1

2
.

Преобразование Фурье на D𝑚 обозначим через

𝐹 : 𝐿2(D𝑚) → 𝐿2(G(D̂𝑚)). (31)

Необходимая информация о преобразовании Фурье на конечных некоммутативных груп-
пах приводится в [7, с. 37–38] (см. также [4, с. 1620–1621]).

Найдем связь между D̂∞ и D̂𝑚. Для определенности будем рассматривать D𝑚, где
𝑚 — четное. Определим гомоморфизм

ξ𝑚 : D∞ → D𝑚,

полагая ξ𝑚(𝑎) = �̃�, ξ𝑚(𝑏) = �̃�. Прямыми вычислениями доказывается следующая лемма.
Лемма 2. Рассмотрим двойственные объекты (30) и (28). Справедливы следующие
соотношения

∀ζℎ ∈ D̂𝑚 : ζℎξ𝑚 = ρ 2ℎ
𝑚
;

∀𝜒𝑖 ∈ D̂𝑚 : 𝜒𝑖ξ𝑚 = π𝑖.

Из леммы вытекает корректность инъективного отображения ξ̂𝑚 : D̂𝑚 → D̂∞, зада-
ваемого формулой

ξ̂𝑚(λ) = λξ𝑚, λ ∈ D̂𝑚. (32)

В этом разделе построен групповой эпиморфизм ξ𝑚 : D∞ → D𝑚, по нему построено
инъективное отображение двойственных объектов ξ̂𝑚 : D̂𝑚 → D̂∞.
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4. Конструкция редукции

Оператор левой свертки с ядром 𝑐 ∈ 𝐿1(D𝑚) на конечной диэдральной группе D𝑚

будем обозначать через 𝐾𝑐, чтобы отличать его от оператора левой бесконечной свертки
𝐶α с ядром α ∈ 𝐿1(D∞). Как и в случае операторов свертки на группе D∞. символом
оператора 𝐾𝑐 назовем преобразование Фурье его ядра 𝑐 ∈ 𝐿1(D𝑚) (см. [4]) и будем
обозначать через σ̃(𝐾𝑐).

Рассмотрим оператор свертки 𝐶α вида (19). Будем говорить, что оператор свертки
𝐾𝑐 является редукцией оператора 𝐶α, и писать 𝐾𝑐 = ηD𝑚(𝐶α), если символ оператора
𝐾𝑐 является ограничением символа оператора 𝐶α на двойственный объект конечной
диэдральной группы (30) (см. (32)). Другими словами,

(σ̃(𝐾𝑐))(λ) = (σ(𝐶α))(ξ̂𝑚(λ)), λ ∈ D̂𝑚 (33)

(или, что тоже самое, (𝐹 (𝑐))(λ) = (𝐹 (α))(ξ̂𝑚(λ)).
Из этого определения следует, что ядро порожденного оператора 𝐾𝑐 можно выра-

зить через преобразование Фурье, то есть 𝑐(𝑡) = 𝐹−1((𝐹 (α)))(𝑡).
Через 𝑆𝑚 будем обозначать отображение, сопоставляющее элементам 𝑓 из 𝐿1(D∞)

элементы из 𝐿1(D𝑚) по правилу

∀(𝑥, ε) ∈ D𝑚, (𝑆𝑚𝑓)(𝑥, ε) =
∑︁

𝑥≡𝑦 mod 𝑚

𝑓(𝑦, ε), 𝑦 ∈ Z. (34)

Легко видеть, что 𝑆𝑚 является линейным ограниченным оператором.
Лемма 3. Оператор свертки 𝐾𝑐 на конечной группе D𝑚 является редукцией опера-
тора бесконечной свертки 𝐶α тогда и только тогда, когда 𝑐 = 𝑆𝑚α.

Доказательство. Предположим, что 𝐾𝑐 является редукцией оператора 𝐶α и проверим
выполнение равенства 𝑐 = 𝑆𝑚α.

Рассмотрим ограничение преобразования Фурье ядра α оператора 𝐶α на двойствен-
ный объект группы D𝑚

(𝐹 (α))(ξ̂𝑚(λ)) =
∑︁

(𝑥,θ)∈D∞

α(𝑥, θ)(ξ̂𝑚(λ))(𝑥, θ), λ ∈ D̂𝑚.

Рассмотрим подробнее действие преобразования Фурье на представлении λ ∈ D̂𝑚. Вос-
пользуемся тем, что функция α принадлежит 𝐿1, тогда

(𝐹 (α))(ξ̂𝑚(λ)) =
∑︁

(𝑥,θ)∈D∞

α(𝑥, θ)(ξ̂𝑚(λ))(𝑥, θ) =
∑︁
θ∈𝐶2

∑︁
𝑥∈Z

α(𝑥, θ)(ξ̂𝑚(λ))(𝑥, θ) =

=
∑︁
θ∈𝐶2

(
∑︁
𝑠∈Z𝑚

(
∑︁

𝑥≡𝑠 mod 𝑚,
𝑠∈Z𝑚

α(𝑥, θ))(ξ̂𝑚(λ))(𝑠, θ)) =
∑︁
θ∈𝐶2

(
∑︁
𝑠∈Z𝑚

𝑐(𝑠, θ)(ξ̂𝑚(λ))(𝑠, θ)),

где
𝑐(𝑠, θ) =

∑︁
𝑥≡𝑠 mod 𝑚,

𝑠∈Z𝑚

α(𝑥, θ). (35)

Таким образом построено ядро 𝑐 оператора 𝐾𝑐 по ядру оператора 𝐶α, заметим, что
𝑐 = 𝑆𝑛α в силу (35).
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Обратно, если 𝑐 = 𝑆𝑛α, то аналогичными рассуждениями можно доказать, что
оператор 𝐾𝑐 на конечной группе D𝑚 является редукцией оператора бесконечной свертки
𝐶α.

Рассмотрим свойства оператора редукции. Справедлив аналог теоремы из [9] для
группы D∞.
Теорема 5. Пусть α,β ∈ 𝐿1(D∞). Справедливы следующие свойства:

1) ηD𝑚(γ𝐶α + δ𝐶β) = γηD𝑚(𝐶α) + δηD𝑚(𝐶β), γ, δ ∈ C;
2) ηD𝑚(𝐶α𝐶β) = ηD𝑚(𝐶α) · ηD𝑚(𝐶β);
3) если оператор 𝐶α обратим, то оператор ηD𝑚(𝐶α) также обратим, при этом

(ηD𝑚(𝐶α))
−1 = ηD𝑚(𝐶

−1
α );

4) ‖𝐾𝑆𝑚α‖2 ≤ ‖α‖1, где 𝑎 — ядро оператора 𝐶α, оператор 𝐾𝑆𝑚α порожден опера-
тором 𝐶α.

Доказательство. 1) Пусть σ(𝐶α), σ(𝐶β) — символы операторов 𝐶α и 𝐶β соответствен-
но. Отметим, что выполняется следующее равенство

γ𝐶α + δ𝐶β = 𝐶γα+δβ, α,β ∈ 𝐿1(Z), γ, δ ∈ C,

действительно, пусть 𝑓 ∈ 𝐿2(Z), тогда

((γ𝐶α + δ𝐶β)𝑓)(𝑥) = ((γ
∑︁
𝑦∈D∞

α(𝑦)τ𝑦 + δ
∑︁
𝑦∈D∞

β(𝑦)τ𝑦)𝑓)(𝑥) =

=
∑︁
𝑦∈D∞

(γα(𝑦) + δβ(𝑦))(τ𝑦𝑓)(𝑥) =
∑︁
𝑦∈D∞

(γα(𝑦) + δβ(𝑦))𝑓(𝑦−1𝑥) = (𝐶γα+δβ𝑓)(𝑥).

Символом оператора 𝐶γα+δβ является σ(γ𝐶α + δ𝐶β), при этом

σ(γ𝐶α + δ𝐶β) = γσ(𝐶α) + δσ(𝐶β).

Отметим, что
(γσ(𝐶α) + δσ(𝐶β))|D̂𝑚

= γσ(𝐶α)|D̂𝑚
+ δσ(𝐶β)|D̂𝑚

.

2) Произведение операторов 𝐶α𝐶β соответствует произведению их символов. Огра-
ничим произведение символов на двойственный объект D̂𝑚, тогда

(σ(𝐶α) · σ(𝐶β))|D̂𝑚
= ((𝐹 (α))(ρ) · (𝐹 (β))(ρ))|ρ∈D̂𝑚

=

=

⎛⎝∑︁
𝑔∈D∞

α(𝑔)ρ(𝑔) ·
∑︁
𝑔∈D∞

β(𝑔)ρ(𝑔)

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
ρ∈D̂𝑚

=

⎛⎝∑︁
𝑔∈D∞

α(𝑔)ρ(𝑔)

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
ρ∈D̂𝑚

·

⎛⎝∑︁
𝑔∈D∞

β(𝑔)ρ(𝑔)

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
ρ∈D̂𝑚

=

= (𝐹 (α))(ρ)|ρ∈D̂𝑚
· (𝐹 (β))(ρ)|ρ∈D̂𝑚

= σ(𝐶α)|D̂𝑚
· σ(𝐶β)|D̂𝑚

,

откуда и следует требуемое утверждение.
3) Пусть оператор 𝐶α обратим. Это возможно тогда и только тогда, когда символ

этого оператора обратим, то есть существует ((𝐹 (α))(ρ))−1, ∀ρ ∈ D̂∞, следовательно
существует ((𝐹 (α))(ρ))−1, ∀ρ ∈ D̂𝑚, значит ηD𝑚(𝐶α) обратим.
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Допустим, что 𝐶−1
α — обратный оператор к оператору 𝐶α. Символ обратного опера-

тора σ(𝐶−1
α ) = (𝐹 (α))−1. Тогда (𝐹α)|D̂𝑚

и ((𝐹α))−1|D̂𝑚
— символы операторов ηD𝑚(𝐶α)

и ηD𝑚(𝐶
−1
α ) соответственно (см. (33)). Символом оператора ηD𝑚(𝐶α) ·ηD𝑚(𝐶

−1
α ) является

произведение (𝐹α)|D̂𝑚
· ((𝐹α))−1|D̂𝑚

= (𝐹δ0)|D̂𝑚
= 1, то есть ηD𝑚(𝐶α) · ηD𝑚(𝐶

−1
α ) = 𝐼.

4) Допустим, что 𝑆𝑚α — ядро оператора 𝐾𝑆𝑚α = ηD𝑚(𝐶α), тогда

‖𝐾𝑆𝑚α‖2 ≤
∑︁

(𝑥,θ)∈D𝑚

|(𝑆𝑚α)(𝑥, θ)| =
∑︁

(𝑥,θ)∈D𝑚

|
∑︁

𝑠≡𝑥 mod 𝑚

α(𝑠, θ)| ≤

≤
∑︁

(𝑥,θ)∈D𝑚

∑︁
𝑠≡𝑥 mod 𝑚

|α(𝑠, θ)| =
∑︁
𝑔∈D∞

|α(𝑔)| = ‖α‖1.
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Abstract. Nowadays, convolution operators on discrete noncommutative
groups are under intensive research due to their applications, in particular, in
the theory and practice of data networking, in image analysis, and in problems
of diffraction by bodies with a noncommutative symmetry group. The symbolic
calculation for algebra of convolution equations on the noncommutative infinite
dihedral group D∞ has been developed. Necessary and sufficient conditions of
invertibility of convolution operators from this algebra in terms of symbolic
calculation have been found in this paper. Besides, inclosure of algebra of con-
volution equations on D∞ into matrix algebra of convolution operators on the
group of whole numbers extended with involutive operator has been constructed.

In the theory of projection methods of the solution of operator equations
the sequence of equations with more simple operators is constructed in order
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to approximate the solution of original equation with some accuracy, i.e. the
reduction of original invertible operator to a more simple invertible operator.
The connection between dual object of D∞ and finite noncommutative dihedral
group D𝑚 is studied. On the basis of this the operator of reduction that maps
invertible operator of convolution on D∞ to invertible convolution operator on D𝑚

is constructed in this paper.

Key words: convolution operator, finite noncommutative dihedral group,
inifinite noncommutative dihedral group, Fourier transformation, dual object,
invertibility of convolution operator.
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