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МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА

Аннотация. Работа посвящена изучению первой начально-краевой за-
дачи для многомерного псевдопараболического уравнения третьего порядка.
В предположении существования регулярного решения поставленной задачи
получена априорная оценка в дифференциальной форме, откуда следует един-
ственность и устойчивость решения по правой части и начальным данным.
Построена локально-одномерная разностная схема и для ее решения получе-
на априорная оценка в разностной форме. Доказаны устойчивость и сходи-
мость локально-одномерной разностной схемы. Проведены численные расчеты
на тестовых примерах, иллюстрирующие полученные в данной работе теоре-
тические выкладки.

Ключевые слова: краевые задачи, априорная оценка, модифицирован-
ное уравнение влагопереноса, псевдопараболическое уравнение, локально-
одномерная схема, устойчивость и сходимость схемы, аддитивность схемы.

Введение

Краевые задачи для псевдопараболических уравнений и более общего класса урав-
нений — уравнений Соболевского типа — возникают при изучении фильтрации жид-
кости в трещиновато-пористых средах [1; 5], движений почвенной влаги [8; 16; 20], а
также при описании тепломассопереноса [6; 7; 12; 13; 19], волновых процессов и во мно-
гих других областях.

Широкий спектр результатов по исследованию начальных и начально-краевых за-
дач для сильно нелинейных уравнений псевдопараболического типа, а также вопросов
локальной разрешимости, условий разрушения решений и глобальной во времени разре-
шимости был получен в [10].

Краевые задачи для различных классов уравнений третьего порядка изучались в
работах [4; 17; 18]. Разностным методам решения краевых задач для псевдопараболиче-
ских уравнений третьего порядка посвящены работы [2; 3; 11]. Краевые задачи с общим
нелокальным условием А.А. Самарского для псевдопараболических уравнений высокого
порядка изучены в работе [15].

Данная работа посвящена рассмотрению локально-одномерной схемы (ЛОС) для
псевдопараболического уравнения в 𝑝-мерном параллелепипеде. В предположении суще-
ствования регулярного решения рассматриваемой задачи получена априорная оценка в
дифференциальной форме, откуда следует единственность и устойчивость решения по
правой части и начальным данным. Получена априорная оценка в разностной форме
для решения локально-одномерной разностной схемы. Доказаны устойчивость и сходи-
мость локально-одномерной разностной схемы. Проведены численные расчеты тестовых
примеров, иллюстрирующие полученные в данной работе теоретические выкладки.

1. Постановка задачи

В цилиндре 𝑄𝑇 = 𝐺 × (0 < 𝑡 ≤ 𝑇 ], основанием которого служит 𝑝-мерный пря-
моугольный параллелепипед 𝐺 = {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑝) : 0 < 𝑥α < 𝑙α, α = 1, 2, ..., 𝑝} с
границей Γ, 𝐺 = 𝐺+ Γ, рассматривается задача

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝐿𝑢+ µ

𝜕

𝜕𝑡
𝐿𝑢+ 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 , (1)
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𝑢
⃒⃒⃒
Γ
= 0, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, (2)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝐺 = 𝐺+ Γ, (3)

где 𝐿𝑢 =
𝑝∑︀
α=1

𝐿α𝑢; 𝐿α𝑢 =
𝜕

𝜕𝑥α

(︂
𝑘α(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥α

)︂
; 0 < 𝑐0 ≤ 𝑘α(𝑥) ≤ 𝑐1; µ = const > 0; 𝑐0, 𝑐1 —

положительные постоянные; 𝑄𝑇 = 𝐺× (0 < 𝑡 ≤ 𝑇 ]; α = 1, 𝑝.
Как отмечено в работе [16], второе слагаемое в правой части уравнения (1) очень

мало при впитывании и велико при испарении.
Далее предполагается, что решение дифференциальной задачи (1)–(3) существует

и обладает нужными по ходу изложения производными. Относительно коэффициентов
задачи (1)–(3) предположим, что они обладают таким количеством непрерывных про-
изводных, которое необходимо для обеспечения нужной гладкости решения 𝑢(𝑥, 𝑡) в
цилиндре 𝑄𝑇 .

2. Априорная оценка в дифференциальной форме

Предполагая существование регулярного решения дифференциальной задачи (1)–
(3) в цилиндре 𝑄𝑇 , методом энергетических неравенств получим априорную оценку для
ее решения. Для этого умножим уравнение (1) скалярно на 𝑢 и преобразуем полученное
тождество: (︂

𝜕𝑢

𝜕𝑡
, 𝑢

)︂
=

(︂
𝐿𝑢, 𝑢

)︂
+

(︂
µ
𝜕

𝜕𝑡
𝐿𝑢, 𝑢

)︂
+

(︂
𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑢

)︂
, (4)

где скалярное произведение и норма вводятся следующим образом:

(︀
𝑢, 𝑣

)︀
=

∫︁
𝐺

𝑢𝑣𝑑𝑥, (𝑢, 𝑢) = ‖𝑢‖20, 𝑢2
𝑥 =

𝑝∑︁
α=1

𝑢2
𝑥α
, ‖𝑢‖2𝐿2(0,𝑙α) =

𝑙α∫︁
0

𝑢2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥α.

Преобразуем интегралы, входящие в тождество (4), с учетом (2):(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑡
, 𝑢

)︂
=

∫︁
𝐺

𝜕𝑢

𝜕𝑡
𝑢𝑑𝑥 =

1

2

𝜕

𝜕𝑡
‖𝑢‖20, (5)

(︂
𝐿𝑢, 𝑢

)︂
=

(︂ 𝑝∑︁
α=1

𝜕

𝜕𝑥α

(︂
𝑘α(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥α

)︂
, 𝑢

)︂
=

∫︁
𝐺

𝑝∑︁
α=1

𝜕

𝜕𝑥α

(︂
𝑘α(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥α

)︂
𝑢𝑑𝑥 =

=

𝑝∑︁
α=1

∫︁
𝐺

𝜕

𝜕𝑥α

(︂
𝑘α(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥α

)︂
𝑢𝑑𝑥 = −

𝑝∑︁
α=1

∫︁
𝐺

𝑘α(𝑥)

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥α

)︂2

𝑑𝑥, (6)

(︂
µ
𝜕

𝜕𝑡
𝐿𝑢, 𝑢

)︂
=

(︂
µ

𝑝∑︁
α=1

𝜕

𝜕𝑡

𝜕

𝜕𝑥α

(︂
𝑘α(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥α

)︂
, 𝑢

)︂
= µ

∫︁
𝐺

𝑝∑︁
α=1

𝜕

𝜕𝑡

𝜕

𝜕𝑥α

(︂
𝑘α(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥α

)︂
𝑢𝑑𝑥 =

= −µ
2

𝜕

𝜕𝑡

𝑝∑︁
α=1

∫︁
𝐺

𝑘α(𝑥)

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥α

)︂2

𝑑𝑥. (7)
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Для оценки последнего слагаемого в правой части (4) применим неравенство Коши(︂
𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑢

)︂
=

∫︁
𝐺

𝑓(𝑥, 𝑡)𝑢𝑑𝑥 ≤ 1

2
‖𝑓‖20 +

1

2
‖𝑢‖20. (8)

Подставляя (5)–(8) в тождество (4), получаем

1

2

𝜕

𝜕𝑡
‖𝑢‖20 +

µ

2

𝜕

𝜕𝑡

𝑝∑︁
α=1

∫︁
𝐺

𝑘α(𝑥)

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥α

)︂2

𝑑𝑥+

𝑝∑︁
α=1

∫︁
𝐺

𝑘α(𝑥)

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥α

)︂2

𝑑𝑥 ≤ 1

2
‖𝑢‖20 +

1

2
‖𝑓‖20.

Откуда следует неравенство

𝜕

𝜕𝑡
‖𝑢‖20 +

𝜕

𝜕𝑡

𝑝∑︁
α=1

∫︁
𝐺

𝑘α(𝑥)

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥α

)︂2

𝑑𝑥+

𝑝∑︁
α=1

∫︁
𝐺

𝑘α(𝑥)

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥α

)︂2

𝑑𝑥 ≤ 𝑀1‖𝑢‖20 +𝑀2‖𝑓‖20, (9)

где 𝑀1, 𝑀2 зависят только от входных данных задачи (1)–(3).
Проинтегрируем (9) по τ от 0 до 𝑡, тогда получим

‖𝑢‖20 + ‖𝑢𝑥‖20 + ‖𝑢𝑥‖22,𝑄𝑡
≤ 𝑀3

∫︁ 𝑡

0

‖𝑢‖20𝑑τ+𝑀4

(︂∫︁ 𝑡

0

‖𝑓‖20𝑑τ+ ‖𝑢0(𝑥)‖2𝑊 1
2 (𝐺)

)︂
, (10)

где 𝑀3, 𝑀4 зависят только от входных данных задачи (1)–(3). Применяя лемму Грону-
олла [9] к (10), находим неравенство∫︁ 𝑡

0

‖𝑢‖20𝑑τ ≤ 𝑀5

(︂∫︁ 𝑡

0

‖𝑓‖20𝑑τ+ ‖𝑢0(𝑥)‖2𝑊 1
2 (𝐺)

)︂
, (11)

где 𝑀5 зависит только от входных данных задачи (1)–(3). Учитывая (11), из (10) полу-
чаем априорную оценку

‖𝑢‖2𝑊 1
2 (𝐺) + ‖𝑢𝑥‖22,𝑄𝑡

≤ 𝑀(𝑡)

(︂∫︁ 𝑡

0

‖𝑓‖20𝑑τ+ ‖𝑢0(𝑥)‖2𝑊 1
2 (𝐺)

)︂
, (12)

где 𝑀(𝑡) зависит только от входных данных задачи (1)–(3).
Из априорной оценки (12) следует единственность решения исходной задачи (1)–

(3), а также непрерывная зависимость решения задачи от входных данных на каждом
временном слое в норме пространства 𝑊 1

2 (𝐺).

3. Построение локально-одномерной разностной схемы

Пространственную сетку выберем равномерной по каждому направлению 𝑂𝑥α с ша-
гом ℎα, ℎα = 𝑙α/𝑁α, α = 1, 2, ..., 𝑝. Совокупность ωℎ точек

(︀
𝑥
(𝑖1)
1 , 𝑥

(𝑖2)
2 , ..., 𝑥

(𝑖α)
α , ..., 𝑥

(𝑖𝑝)
𝑝

)︀
пересечения этих плоскостей назовем узлами разностной сетки.

ωℎ =

𝑝∏︁
α=1

ωℎα
, ωℎα

= {𝑥(𝑖α)
α = 𝑖αℎα, 𝑖α = 0, 1, ..., 𝑁α, 𝑁αℎα = 𝑙α, α = 1, 2, ..., 𝑝}.
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Множество узлов, принадлежащих границе Г, назовем граничными узлами, γℎ =
=

(︀
𝑥𝑖 ∈ Г

)︀
, где γ−α — левый граничный узел 𝑥α = 0, а γ+α — правый граничный узел

𝑥α = 𝑙α.
На отрезке [0, 𝑇 ] введем равномерную сетку ωτ = {𝑡𝑗 = 𝑗τ, 𝑗 = 0, 1, ..., 𝑗0} с

шагом τ = 𝑇/𝑗0. Каждый из отрезков [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1] разобьем на 𝑝 частей точками 𝑡𝑗+α
𝑝
= 𝑡𝑗+

+τα
𝑝
, α = 1, 2, ..., 𝑝−1 и обозначим через Δα полуинтервал (𝑡𝑗+α−1

𝑝
, 𝑡𝑗+α

𝑝
], α = 1, 2, ..., 𝑝.

Уравнение (1) перепишем в виде

ℜ𝑢 =
𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝐿𝑢− µ 𝜕

𝜕𝑡
𝐿𝑢− 𝑓(𝑥, 𝑡) = 0,

или
𝑝∑︁
α=1

ℜα𝑢 = 0, ℜα𝑢 =
1

𝑝

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝐿α𝑢− µ 𝜕

𝜕𝑡
𝐿𝑢α − 𝑓α,

где 𝑓α(𝑥, 𝑡) — произвольные функции, удовлетворяющие условию нормировки
𝑝∑︀
α=1

𝑓α = 𝑓 .

На каждом полуинтервале Δα, α = 1, 2, ..., 𝑝, будем последовательно решать задачи

ℜα𝜗(α) =
1

𝑝

𝜕𝜗(α)

𝜕𝑡
− 𝐿α𝜗(α) − µ

𝜕

𝜕𝑡
𝐿𝜗α − 𝑓α = 0, 𝑥 ∈ 𝐺, 𝑡 ∈ Δα, α = 1, 2, ..., 𝑝, (13)

𝜗(α) = 0, 𝑥α ∈ Γα,

полагая при этом (см.: [14, с. 522])

𝜗(1)(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝜗(α)(𝑥, 𝑡𝑗+α−1
𝑝
) = 𝜗(α−1)(𝑥, 𝑡𝑗+α−1

𝑝
), α = 2, 3, ..., 𝑝, 𝑗 = 0, 1, ..., 𝑗0 − 1,

𝜗(1)(𝑥, 𝑡𝑗) = 𝜗(𝑝)(𝑥, 𝑡𝑗), 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑗0,

и Γα — множество граничных точек по направлению 𝑥α.
Аппроксимируя каждое уравнение (13) с номером α на полуинтервале 𝑡𝑗+α−1

𝑝
<

< 𝑡 ≤ 𝑡𝑗+α
𝑝

двухслойной неявной схемой с весами, получим цепочку 𝑝-одномерных
схем (ЛОС):

𝑦𝑗+
α
𝑝 − 𝑦𝑗+

α−1
𝑝

τ
= Λα

(︁
σα𝑦

𝑗+α
𝑝 + (1− σα)𝑦𝑗+

α−1
𝑝

)︁
+ µΛα𝑦

𝑗+α
𝑝

𝑡α
+ ϕ

𝑗+α
𝑝

α ,

где

Λα𝑦
𝑗+α

𝑝 =
(︁
𝑎α𝑦

𝑗+α
𝑝

�̄�α

)︁
𝑥α

; 𝑎α = 𝑘α(𝑥
(−0,5α)); 𝑡 = 𝑡𝑗+1/2;

𝑥(−0,5α) = (𝑥1, ..., 𝑥α−1, 𝑥α − 0, 5ℎα, 𝑥α+1, ..., 𝑥𝑝), µ = const > 0.

Будем считать σα =
1

2
. Тогда получим

𝑦𝑡α = Λα
(︁
0, 5

(︁
𝑦𝑗+

α
𝑝 + 𝑦𝑗+

α−1
𝑝

)︁
+ µ𝑦

𝑗+α
𝑝

𝑡α

)︁
+ ϕ

𝑗+α
𝑝

α , (14)

𝑦𝑗+
α
𝑝

⃒⃒⃒
γℎ,α

= 0, 𝑗 = 0, 1, ..., 𝑗0, α = 1, 2, ..., 𝑝, (15)

𝑦(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), (16)

где 𝑦𝑡α =
𝑦𝑗+

α
𝑝 − 𝑦𝑗+

α−1
𝑝

τ
𝑝

.
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4. Погрешность аппроксимации

Пусть 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) — решение задачи (1)–(3), а 𝑦𝑗+
α
𝑝 , α = 1, 2, ..., 𝑝 — решение

задачи (14)–(16). Характеристикой точности ЛОС является разность 𝑧𝑗+1 = 𝑦𝑗+1−𝑢𝑗+1.
Промежуточные значения 𝑦𝑗+

α
𝑝 будем сравнивать с 𝑢𝑗+α

𝑝 = 𝑢(𝑥, 𝑡𝑗+α
𝑝
), полагая 𝑧𝑗+

α
𝑝 =

= 𝑦𝑗+
α
𝑝 − 𝑢𝑗+α

𝑝 .
Подставляя 𝑦𝑗+

α
𝑝 = 𝑧𝑗+

α
𝑝 + 𝑢𝑗+α

𝑝 в разностную схему (14)–(16), получим для по-
грешности 𝑧(α) = 𝑧𝑗+

α
𝑝 задачу

𝑧𝑗+
α
𝑝 − 𝑧𝑗+

α−1
𝑝

τ
= Λα

(︁
0, 5

(︁
𝑧𝑗+

α
𝑝 + 𝑧𝑗+

α−1
𝑝

)︁
+ µ𝑧

𝑗+α
𝑝

𝑡α

)︁
+

+ Λα
(︁
0, 5

(︁
𝑢𝑗+α

𝑝 + 𝑢𝑗+α−1
𝑝

)︁
+ µ𝑢

𝑗+α
𝑝

𝑡α

)︁
− 𝑢𝑗+α

𝑝 − 𝑢𝑗+α−1
𝑝

τ
+ ϕ𝑗+α

𝑝 ,

𝑧𝑗+
α
𝑝

⃒⃒⃒
γℎ,α

= 0, 𝑧(𝑥, 0) = 0,

или
𝑧𝑡α = Λα

(︁
0, 5

(︁
𝑧(α) + 𝑧(α−1)

)︁
+ µ𝑧𝑡α

)︁
+Ψ

𝑗+α
𝑝

α ,

𝑧(α) = 0, 𝑥 ∈ γℎ,α, 𝑧(𝑥, 0) = 0, 𝑧(α) = 𝑧𝑗+
α
𝑝 ,

Ψ
𝑗+α

𝑝
α = Λα

(︁
0, 5

(︁
𝑢(α) + 𝑢(α−1)

)︁
+ µ𝑢𝑡α + ϕ(α) − 𝑢𝑡α .

Вводя обозначение

ψ̊α =

(︂
𝐿α𝑢+ µ𝐿α𝑢𝑡 + 𝑓α −

1

𝑝

𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︂𝑗+1/2

и замечая, что
𝑝∑︀
α=1

ψ̊α = 0, если
𝑝∑︀
α=1

𝑓α = 𝑓, представим погрешность ψ
𝑗+α

𝑝
α в виде суммы

ψ
𝑗+α

𝑝
α = ψ̊α + ψ

*
α, где

ψ*
α =

(︁
0, 5Λα

(︁
𝑢(α) − (𝑢(α−1)

)︁
−

(︁
𝐿α𝑢

)︁𝑗+ 1
2
+

(︁
µΛα𝑢𝑡α − µ𝐿α𝑢

𝑗+ 1
2

𝑡α

)︁
+

+
(︁
ϕ

𝑗+α
𝑝

α − 𝑓
𝑗+ 1

2
α

)︁
−

(︁𝑢(α) − 𝑢(α−1)

τ
− 1

𝑝

(︁𝜕𝑢
𝜕𝑡

)︁𝑗+ 1
2
)︁
,

то есть ψα = ψ̊α + ψ
*
α, ψ̊α = 𝑂(1),

𝑝∑︀
α=1

ψ̊α = 0, ψ*
α = 𝑂(ℎ2

α + τ).

Итак, имеем цепочку одномерных схем при каждом α = 1, 2, ..., 𝑝. Каждое урав-
нение (14) номера α в отдельности не аппроксимирует уравнение (1), но аппроксими-
рует уравнение ℜα𝜗(α) = 0 в обычном смысле, и сумма погрешностей аппроксимации
ψ = ψ1 + ψ2 + ... + ψ𝑝 стремится к нулю при τ → 0 и |ℎ| → 0. Поэтому система раз-
ностных уравнений (14) является аддитивной схемой. Итак, для погрешности 𝑧 = 𝑦− 𝑢
имеем задачу

𝑧𝑡α = Λα
(︁
0, 5

(︁
𝑧(α) + 𝑧(α−1)

)︁
+ µ𝑧𝑡α

)︁
+Ψ

𝑗+α
𝑝

α , (17)

𝑧
⃒⃒⃒
γℎ,α

= 0, 𝑧(𝑥, 0) = 0. (18)
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5. Априорная оценка в разностной форме

Умножая уравнение (14) скалярно на 0, 5
(︁
𝑦(α) + 𝑦(α−1)

)︁
+ µ𝑦𝑡α , получим

0, 5
(︁
𝑦𝑡α , 𝑦(α) + 𝑦(α−1)

)︁
α
+ µ‖𝑦𝑡α‖2𝐿2(α)

−

−
(︁
Λα

(︁
0, 5(𝑦(α) + 𝑦(α−1)) + µ𝑦𝑡α

)︁
, 0, 5(𝑦(α) + 𝑦(α−1)) + µ𝑦𝑡α

)︁
α
=

=
(︁
ϕ

𝑗+α
𝑝 , 0, 5

(︁
𝑦(α) + 𝑦(α−1)

)︁
+ µ𝑦𝑡α

)︁
α
, (19)

где

(︁
𝑢, 𝑣

)︁
=

∑︁
𝑥∈ωℎ

𝑢𝑣𝐻, 𝐻 =

𝑝∏︁
α=1

ℎα,
(︁
𝑢, 𝑣

)︁
α
=

𝑁α−1∑︁
𝑖α=1

𝑢𝑖α𝑣𝑖αℎα,
(︁
𝑢, 𝑣

]︁
α
=

𝑁α∑︁
𝑖α=1

𝑢𝑖α𝑣𝑖αℎα.

Преобразуем слагаемые, входящие в (19), с учетом граничных условий и разност-
ного аналога теоремы вложения (см.: [14, с. 120]). Получим:

0, 5
(︁
𝑦(α) − 𝑦(α−1), 𝑦(α) + 𝑦(α−1)

)︁
α
+ µ‖𝑦𝑡α‖20τ+

(︁
𝑎α,

(︁
0, 5

(︁
𝑦(α) − 𝑦(α−1)

)︁
+ µ𝑦𝑡α

)︁2

�̄�α

)︁
α
τ ≤

≤ 1

4ε
‖ϕ𝑗+α

𝑝 ‖2𝐿2(α)
τ+ ε

𝑙2α
8

⃦⃦⃦(︁
0, 5

(︁
𝑦(α) + 𝑦(α−1)

)︁
+ µ𝑦𝑡α

)︁
�̄�α

⃦⃦⃦2
𝐿2(α)

τ,

или

0, 5‖𝑦𝑗+
α
𝑝 ‖2𝐿2(α)

+ µ‖𝑦𝑡α‖2𝐿2(α)
τ+

(︁
𝑐0 − ε

𝑙20
8

)︁⃦⃦⃦(︁
0, 5

(︁
𝑦(α) − 𝑦(α−1)

)︁
+ µ𝑦𝑡α

)︁
�̄�α

⃦⃦⃦2
𝐿2(α)

τ ≤

≤ 1

4ε
‖ϕ𝑗+α

𝑝 ‖2𝐿2(α)
τ+ 0, 5‖𝑦𝑗+

α−1
𝑝 ‖2𝐿2(α)

, 𝑙0 = max
α

𝑙α. (20)

После суммирования (20) по 𝑖β ̸= 𝑖α, β = 1, 2, ..., 𝑝 при ε =
𝑐0
4𝑙20

получим

0, 5‖𝑦𝑗+
α
𝑝 ‖2𝐿2(ωℎ)

+ µ‖𝑦𝑡α‖2𝐿2(ωℎ)
τ+

𝑐0
2

⃦⃦⃦(︁
0, 5

(︁
𝑦α) − 𝑦(α−1)

)︁
+ µ𝑦𝑡α

)︁
�̄�α

⃦⃦⃦2
𝐿2(ωℎ)

τ ≤

≤ 𝑙20
𝑐0
‖ϕ𝑗+α

𝑝 ‖2𝐿2(ωℎ)
τ+ 0, 5‖𝑦𝑗+

α−1
𝑝 ‖2𝐿2(ωℎ)

. (21)

Суммируем (21) сначала по α = 1, 2, ..., 𝑝

0, 5 ‖𝑦𝑗+1‖2𝐿2(ωℎ)
+ µ

𝑝∑︁
α=1

‖𝑦𝑡α‖2𝐿2(ωℎ)
τ+

𝑐0
2

𝑝∑︁
α=1

⃦⃦⃦(︁
0, 5

(︁
𝑦α) − 𝑦(α−1)

)︁
+ µ𝑦𝑡α

)︁
�̄�α

⃒⃒⃒2
𝐿2(ωℎ)

τ ≤

≤ 𝑙20
𝑐0

𝑝∑︁
α=1

‖ϕ𝑗+α
𝑝 ‖2𝐿2(ωℎ)

τ+ 0, 5‖𝑦𝑗‖2𝐿2(ωℎ)
,
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а затем по 𝑗′ от 0 до 𝑗

‖𝑦𝑗+1‖2𝐿2(ωℎ)
+ 2µ

𝑗∑︁
𝑗′=0

τ

𝑝∑︁
α=1

‖𝑦𝑡α‖2𝐿2(ωℎ)
+

+ 𝑐0

𝑗∑︁
𝑗′=0

τ

𝑝∑︁
α=1

⃦⃦⃦(︁
0, 5

(︁
𝑦𝑗

′+α
𝑝 + 𝑦𝑗

′+α−1
𝑝

)︁
+ µ𝑦

𝑗′+α
𝑝

𝑡α

)︁
�̄�α

⃒⃒⃒2
𝐿2(ωℎ)

≤

≤ 2𝑙0
𝑐0

𝑗∑︁
𝑗′=0

τ

𝑝∑︁
α=1

‖ϕ𝑗′+α
𝑝 ‖2𝐿2(ωℎ)

+ ‖𝑢0(𝑥)‖2𝐿2(ωℎ)
. (22)

Итак, справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. Локально-одномерная схема (14)–(16) устойчива по начальным данным
и правой части, так что для решения задачи (14)–(16) справедлива оценка (22).

6. Сходимость локально-одномерной схемы

Решение задачи для погрешности 𝑧(α) = 𝑧𝑗+
α
𝑝 будем искать в виде суммы 𝑧(α) =

= 𝜐(α) + η(α), где η(α) определяется условиями (см.: [14, с. 528]):

η(α) − η(α−1)

τ
= ψ̊α, 𝑥 ∈ ωℎα

+ γα, α = 1, 2, ..., 𝑝, (23)

η(𝑥, 0) = 0.

Отсюда находим η𝑗+1 = η(𝑝) = η𝑗 + τ
(︁
ψ̊1 + ψ̊2 + ... + ψ̊𝑝

)︁
= η𝑗 = ... = η0 = 0, для

𝑗 = 0, 1, ..., 𝑗0, так как η(𝑥, 0) = 0. Для η(α) имеем η(α) = τ
(︁
ψ̊1 + ψ̊2 + ... + ψ̊α

)︁
=

= −τ
(︁
ψ̊α+1 + ...+ ψ̊𝑝

)︁
= 𝑂(τ).

Функция 𝜐(α) определяется условиями:

𝜐𝑡α = Λα
(︁
0, 5

(︁
𝜐(α) + 𝜐(α−1)

)︁
+ µ𝜐𝑡α

)︁
+ ψ̃α, 𝑥 ∈ ωℎ, α = 1, 2, ..., 𝑝, (24)

ψ̃α = ψ*
α + Λα

(︁
η(α) + η(α−1)

)︁
+ µΛαη𝑡α .

Если существуют непрерывные в замкнутой области 𝑄𝑇 производные
𝜕4𝑢

𝜕𝑥2
α𝜕𝑥

2
β

, α ̸=

̸= β, то Λαη(α) = −τΛα
(︁
ψ̊α+1+ ...+ψ̊𝑝

)︁
= 𝑂(τ), так как η(α) определяется из уравнения

(23). Будем считать, что µ = µ(τ) стремится к нулю как и τ (то есть µ = 𝑂(τ),µ ∈
∈ (0, τ]), тогда ψ̃α = 𝑂(ℎ2

α + τ).
Решение задачи (24) оценим с помощью теоремы 1.
Так как η𝑗 = 0, η(α) = 𝑂(τ), то ‖𝑧𝑗‖ ≤ ‖𝜐𝑗‖, тогда из оценки (22) следует утвер-

ждение.
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Теорема 2. Пусть задача (1)–(3) имеет единственное непрерывное в 𝑄𝑇 решение
𝑢(𝑥, 𝑡) и существуют непрерывные 𝑄𝑇 производные

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
,

𝜕4𝑢

𝜕𝑥2
α𝜕𝑥

2
β

,
𝜕3𝑢

𝜕𝑥2
α𝜕𝑡

,
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
α

, α = 1, 2, ..., 𝑝, α ̸= β,

тогда локально-одномерная схема (14)–(16) сходится со скоростью 𝑂(|ℎ|2 + τ), так
что

‖𝑦𝑗+1 − 𝑢𝑗+1‖1 ≤ 𝑀
(︁
|ℎ|2 + τ

)︁
, |ℎ|2 = ℎ2

1 + ℎ2
2 + ...+ ℎ2

𝑝, 𝑗 = 1, 2, ...,

где 𝑀 = const > 0 не зависит от τ и ℎα; µ = 𝑂(τ), µ ∈ (0, τ];

‖𝑦𝑗+1‖1 = ‖𝑦𝑗+1‖2𝐿2(ωℎ)
+ 2µ

𝑗∑︁
𝑗′=0

τ

𝑝∑︁
α=1

‖𝑦𝑡α‖2𝐿2(ωℎ)
+

+ 𝑐0

𝑗∑︁
𝑗′=0

τ

𝑝∑︁
α=1

⃦⃦⃦(︁
0, 5(𝑦𝑗

′+α
𝑝 + 𝑦𝑗

′+α−1
𝑝 ) + µ𝑦

𝑗′+α
𝑝

𝑡α

)︁2

�̄�α

]︁⃒⃒⃒2
𝐿2(ωℎ)

.

Замечание 1. Полученные в данной работе результаты справедливы и в случае, когда

𝐿α𝑢 =
𝜕

𝜕𝑥α

(︂
𝑘α(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥α

)︂
− 𝑞α(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡),

если |𝑘α𝑡(𝑥, 𝑡), 𝑞α(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑐2.

7. Результаты численного эксперимента

Коэффициенты уравнения и граничных условий задачи (1)−(3) подбираются таким
образом, чтобы точным решением задачи была функция 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = 𝑒𝑡(𝑥3

1 − 𝑙1𝑥
2
1)(𝑥

3
2 −

− 𝑙2𝑥
2
2).
Ниже в таблицах 1–3 при уменьшении размера сетки приводятся изменения мак-

симального значения погрешности (𝑧 = 𝑦− 𝑢) и порядка сходимости ПС) в нормах |[·]|0
и ‖ · ‖𝐶(�̄�ℎτ), где ‖𝑦‖𝐶(�̄�ℎτ) = max

(𝑥𝑖,𝑡𝑗)∈�̄�ℎτ

|𝑦|, когда ℎ =
√
τ, µ = 0, 1 τ, µ = τ, µ = 10 τ.

Погрешность уменьшается в соответствии с порядком аппроксимации 𝑂(|ℎ|2 + τ). По-

рядок сходимости определяется по следующей формуле: ПС= log ℎ1
ℎ2

|[𝑧1]|0
|[𝑧2]|0

, где 𝑧𝑖 — это

погрешность, соответствующая ℎ𝑖.

Заключение

Настоящая работа посвящена изучению первой начально-краевой задачи для псев-
допараболического уравнения третьего порядка в 𝑝-мерном параллелепипеде. В предпо-
ложении существования регулярного решения рассматриваемой задачи получена апри-
орная оценка решения в дифференциальной форме, откуда следует единственность и
устойчивость решения по правой части и начальным данным. Построена локально-
одномерная разностная схема и для ее решения получена априорная оценка в разностной
форме. Доказаны устойчивость и сходимость локально-одномерной разностной схемы.
Проведены численные расчеты на тестовых примерах, иллюстрирующие полученные в
данной работе теоретические выкладки.
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Таблица 1

µ = 0.1τ ℎ =
√
τ max

0<𝑗<𝑚
|[𝑧𝑗 ]|0 ПС в |[·]|0 ‖𝑧‖𝐶(�̄�ℎτ) ПС в ‖ · ‖𝐶(�̄�ℎτ)

0,00025 1/20 0,057710797 0,189397602
0,0000625 1/40 0,016911749 1,7708 0,060197781 1,6536
0,0000156 1/80 0,004498392 1,9105 0,016556651 1,8623
0,0000039 1/160 0,001152122 1,9651 0,004296175 1,9463
0,0000009 1/320 0,000290934 1,9855 0,001091661 1,9765

Таблица 2

µ = τ ℎ =
√
τ max

0<𝑗<𝑚
|[𝑧𝑗 ]|0 ПС в |[·]|0 ‖𝑧‖𝐶(�̄�ℎτ) ПС в ‖ · ‖𝐶(�̄�ℎτ)

0,0025 1/20 0,039455664 0,118419311
0,000625 1/40 0,015632359 1,3357 0,054218784 1,1270
0,000156 1/80 0,004821030 1,6971 0,018377096 1,5609
0,000039 1/160 0,001307758 1,8822 0,005188275 1,8246
0,000009 1/320 0,000336338 1,9591 0,001350971 1,9413

Таблица 3

µ = 10τ ℎ =
√
τ max

0<𝑗<𝑚
|[𝑧𝑗 ]|0 ПС в |[·]|0 ‖𝑧‖𝐶(�̄�ℎτ) ПС в ‖ · ‖𝐶(�̄�ℎτ)

0,025 1/20 0,184385227 0,499145325
0,00625 1/40 0,131402676 0,4887 0,387724356 0,3644
0,00156 1/80 0,062711258 1,0672 0,205996093 0,9124
0,00039 1/160 0,021631656 1,5356 0,078851858 1,3854
0,00009 1/320 0,006199708 1,8029 0,023959349 1,7186
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Abstract. In this paper we study the first initial-boundary value problem
for a multidimensional pseudoparabolic equation of the third order. Assuming
the existence of a regular solution to the problem posed, an a priori estimate
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is obtained in differential form, which implies the uniqueness and stability of
the solution with respect to the right-hand side and initial data. A locally one-
dimensional difference scheme is constructed and an a priori estimate in the
difference form is obtained for its solution. The stability and convergence of
the locally one-dimensional difference scheme are proved. Numerical calcula-
tions are performed using test examples to illustrate the theoretical calculations
obtained in this work.

Key words: boundary value problems, a priori estimation, modified moisture
transfer equation, pseudoparabolic equation, locally one-dimensional scheme, stabi-
lity and convergence of the scheme, schema additivity.
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