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Аннотация. В работе рассматривается кусочно-гладкая аппроксимация
решений эллиптической системы дифференциальных уравнений определенно-
го вида, построенная по точным и приближенным значениям в узлах триангу-
ляции. Приближающие отображения используются для аппроксимации диф-
ференциала решения этой системы с погрешностью, не зависящей от степени
вырожденности треугольников.
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Введение

В задачах аппроксимации производных функции по значениям этой функции в уз-
лах триангуляции [7] серьезной проблемой является зависимость погрешности аппрок-
симации от углов треугольников (проблема возникает при аппроксимации производных
неизвестной функции производными приближающей) (см., напр., [4; 8; 9]). При этом на-
личие треугольников с углами, не удовлетворяющими определенным условиям, может
привести к возрастанию погрешности или невозможности аппроксимации производных
вообще.

В статье рассматриваются кусочно-гладкие аппроксимации решений эллиптической
системы дифференциальных уравнений определенного вида, построенные по точным
и приближенным значениям в узлах триангуляции. Чтобы решить вышеобозначенную
проблему, эти аппроксимации используются для построения специального отображе-
ния, приближающего дифференциал решения системы с погрешностью, не зависящей
от степени вырожденности треугольников.

Перейдем к точным формулировкам.

1. Аппроксимация дифференциалов решений эллиптической системы
по точным значениям

Пусть 𝐷 ⊂ R2 — область, в которой задана последовательность {𝑃𝑚}∞𝑚=1 конечных
наборов точек.
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Для каждого такого набора рассмотрим его триангуляцию 𝑇𝑚. Для всякого тре-
угольника 𝑆 ∈ 𝑇𝑚 определим длину 𝑑𝑆 максимальной его стороны. Положим

𝑑𝑚 = max
𝑆∈𝑇𝑚

𝑑𝑆.

Будем рассматривать такие наборы точек 𝑃𝑚 и их триангуляции 𝑇𝑚, для которых

𝑑𝑚 → 0 при 𝑚→ ∞ (1)

и

∀ 𝜀 > 0 ∃𝑚0 ∈ N : ∀𝑚 > 𝑚0 ∀𝑥 ∈ 𝐷 ∃ 𝑎 ∈ 𝑃𝑚 такая, что |𝑎− 𝑥| < 𝜀. (2)

Условие (2) означает, что 𝑃𝑚 является 𝜀-сетью при всех достаточно больших 𝑚.
Пусть 𝑓 : 𝐷 → 𝐷*, 𝐷* ⊂ R2 — отображение вида

𝑓(𝑥) = (𝑈(𝑥), 𝑉 (𝑥)), 𝑥 ∈ 𝐷, 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2),

где 𝑈, 𝑉 ∈ 𝐶2(𝐷) являются решениями эллиптической системы уравнений [6]⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎
𝜕𝑈

𝜕𝑥1
(𝑥) + 𝑏

𝜕𝑈

𝜕𝑥2
(𝑥) =

𝜕𝑉

𝜕𝑥2
(𝑥),

𝑑
𝜕𝑈

𝜕𝑥1
(𝑥) + 𝑐

𝜕𝑈

𝜕𝑥2
(𝑥) = − 𝜕𝑉

𝜕𝑥1
(𝑥),

(3)

а 𝑎 = 𝑎(𝑥), 𝑏 = 𝑏(𝑥), 𝑐 = 𝑐(𝑥), 𝑑 = 𝑑(𝑥) ∈ 𝐶1(𝐷), 𝑎𝑐 −
(︀
𝑏+𝑑
2

)︀2
> 0 всюду в 𝐷 в силу

эллиптичности системы.
Заметим, что если отображение 𝑓(𝑧) = 𝑈(𝑥1, 𝑥2) + 𝑖𝑉 (𝑥1, 𝑥2), 𝑧 = 𝑥1 + 𝑖𝑥2 осу-

ществляет гомеоморфное отображение области 𝐷 на область 𝐷*, то 𝑓(𝑧) — квазикон-
формно [1].

Рассмотрим сначала кусочно-гладкую аппроксимацию решений системы (3) по точ-
ным значениям в узлах 𝑇𝑚.

Для всякого 𝑇𝑚 построим приближающее 𝑓 отображение 𝑓𝑚 : 𝐷 → 𝐷*, 𝑓𝑚(𝑥) =
= (𝑈𝑚(𝑥), 𝑉𝑚(𝑥)) такое, что 𝑈𝑚, 𝑉𝑚 — кусочно-гладкие функции и

𝑓𝑚(𝑝) = 𝑓(𝑝) для любой точки 𝑝 ∈ 𝑃𝑚. (4)

Обозначим 𝑑𝑥𝑓 — дифференциал 𝑓 в точке 𝑥 ∈ 𝐷, 𝑑𝑥𝑓𝑚 — дифференциал 𝑓𝑚 в
точке 𝑥 ∈ 𝐷 и

‖ 𝐴 ‖=
∑︁
𝑖,𝑗

|𝑎𝑖𝑗|,

где

𝐴 =

(︂
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

)︂
.

Необходимо отметить, что при приближении отображения 𝑑𝑥𝑓 отображением 𝑑𝑥𝑓𝑚
погрешность аппроксимации зависит от степени вырожденности треугольников сети 𝑇𝑚.
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Если для каждого треугольника в качестве погрешности аппроксимации рассмат-
ривать величину

𝑒(𝑆) = sup
𝑥∈𝑆

‖ 𝐽𝑓 (𝑥)− 𝐽𝑓𝑚(𝑥) ‖,

где 𝑆 — произвольный треугольник из 𝑇𝑚, 𝐽𝑓 (𝑥) и 𝐽𝑓𝑚(𝑥) — матрицы Якоби отображе-
ний 𝑓 и 𝑓𝑚 в точке 𝑥 соответственно, то пример, демонстрирующий такую зависимость,
построен в [2].

Таким образом, возникает следующая задача. Для всякого 𝑆 ∈ 𝑇𝑚, используя
функции 𝑈𝑚, 𝑉𝑚 и коэффициенты системы (3), требуется построить отображение 𝐴𝑚(𝑥),
𝑥 ∈ 𝑆, аппроксимирующее 𝑑𝑥𝑓 так, чтобы погрешность аппроксимации вида

𝑒(𝑆) = sup
𝑥∈𝑆

‖ 𝐽𝑓 (𝑥)− 𝐴𝑚(𝑥) ‖

не зависела от степени вырожденности треугольника 𝑆.
Для всякого 𝑚 рассмотрим треугольник 𝑆 ∈ 𝑇𝑚. Обозначим вершины 𝑆 как

𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, так, чтобы точки 𝑝0 и 𝑝1 образовывали максимальную сторону.
Напомним также, что модулем непрерывности [5] отображения 𝑔 : 𝑋 → R𝑚, 𝑋 ⊂

⊂ R𝑛 называется функция

𝜔(𝛿) = sup
|𝑥′−𝑥|≤𝛿

|𝑔(𝑥′)− 𝑔(𝑥)|, 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑋, 𝛿 > 0.

Для доказательства основных результатов понадобятся две вспомогательные леммы.
Лемма 1. Пусть ℎ : 𝐷 → R, ℎ ∈ 𝐶1(𝐷) — некоторая функция. Обозначим 𝜔(𝑡) —
модуль непрерывности градиента ℎ.

Тогда выполнено

|ℎ(𝑝1)− ℎ(𝑝0)− ⟨∇ℎ(𝑝0), 𝑝1 − 𝑝0⟩|
|𝑝1 − 𝑝0|

≤ 1

𝑑𝑚

𝑑𝑚∫︁
0

𝜔(𝑡)𝑑𝑡.

Доказательство. Пусть 𝑡 ∈ [0, 1], 𝑥 ∈ 𝑆. Тогда имеем

∇ℎ(𝑝0 + 𝑡(𝑥− 𝑝0))−∇ℎ(𝑝0) = 𝑅(𝑝0 + 𝑡(𝑥− 𝑝0)),

где, согласно определению модуля непрерывности, для функции 𝑅(𝑝0+ 𝑡(𝑥−𝑝0)) выпол-
нено

|𝑅(𝑝0 + 𝑡(𝑥− 𝑝0))| ≤ 𝜔(|𝑡(𝑥− 𝑝0)|).

Данное равенство умножим скалярно на вектор 𝑥−𝑝0 и проинтегрируем по 𝑡. Тогда
имеем

ℎ(𝑥)− ℎ(𝑝0) = ⟨∇ℎ(𝑝0), 𝑥− 𝑝0⟩+
1∫︁

0

⟨𝑅(𝑝0 + 𝑡(𝑥− 𝑝0)), 𝑥− 𝑝0⟩𝑑𝑡.

Откуда, учитывая условие на |𝑅(𝑝0 + 𝑡(𝑥− 𝑝0))|,

|ℎ(𝑝1)− ℎ(𝑝0)− ⟨∇ℎ(𝑝0), 𝑝1 − 𝑝0⟩|
|𝑝1 − 𝑝0|

≤ 1

𝑑𝑆

𝑑𝑆∫︁
0

𝜔(𝑡)𝑑𝑡.
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В силу монотонности функции

1

𝜏

𝜏∫︁
0

𝜔(𝑡)𝑑𝑡, 𝜏 > 0

получим

1

𝑑𝑆

𝑑𝑆∫︁
0

𝜔(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 1

𝑑𝑚

𝑑𝑚∫︁
0

𝜔(𝑡)𝑑𝑡.

Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть функция ℎ : 𝐷 → R, ℎ ∈ 𝐶2(𝐷) является решением квазилинейного
эллиптического дифференциального уравнения второго порядка [3], тогда

|ℎ(𝑝1)− ℎ(𝑝0)− ⟨∇ℎ(𝑝0), 𝑝1 − 𝑝0⟩|
|𝑝1 − 𝑝0|

≤ 𝐶1𝑟
−𝛼 𝑑𝛼𝑚
𝛼 + 1

,

где 𝑟 = dist(𝑆, 𝜕𝐷), 𝛼 > 0, 𝛼 зависит от коэффициентов эллиптического уравнения,
а 𝐶1 зависит от коэффициентов эллиптического уравнения, функции ℎ и величин
𝑟, diam𝐷.

Доказательство. Пусть 𝑡 ∈ [0, 1]. Тогда, поскольку ℎ — решение эллиптического диф-
ференциального уравнения второго порядка, выполнено [3]

|∇𝑈(𝑝0 + 𝑡(𝑥− 𝑝0))−∇𝑈(𝑝0)| ≤ 𝐶1𝑟
−𝛼|𝑡(𝑥− 𝑝0)|𝛼.

Далее, проводя доказательство, аналогичное доказательству леммы 1, получим тре-
буемое.

Лемма доказана.

Пусть теперь в 𝐷 задана прямоугольная декартова система координат. Обозначим
через l вектор 𝑝1 − 𝑝0 (наибольшая сторона треугольника 𝑆), через 𝜙 — угол в положи-
тельном направлении (против часовой стрелки) между этим вектором и осью абсцисс.

Пусть также 𝜔1(𝑡), 𝜔2(𝑡) — модули непрерывности градиентов функций 𝑈𝑚, 𝑉𝑚 со-
ответственно и

𝑙1(𝑑𝑚) =
1

𝑑𝑚

𝑑𝑚∫︁
0

𝜔1(𝑡)𝑑𝑡, 𝑙2(𝑑𝑚) =
1

𝑑𝑚

𝑑𝑚∫︁
0

𝜔2(𝑡)𝑑𝑡.

Положим 𝛾 = 𝑎sin2𝜙+ 𝑐cos2𝜙− (𝑏+ 𝑑) sin𝜙 cos𝜙 и

𝐾1 = 𝐾1(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝜙) =
𝑐 cos𝜙− 𝑏 sin𝜙

𝛾
, 𝐾2 = 𝐾2(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝜙) =

sin𝜙

𝛾
,

𝐾3 = 𝐾3(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝜙) =
𝑎 sin𝜙− 𝑑 cos𝜙

𝛾
, 𝐾4 = 𝐾4(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝜙) = −cos𝜙

𝛾
,

𝐾5 = 𝐾5(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝜙) = −(𝑎𝑐− 𝑏𝑑) sin𝜙

𝛾
, 𝐾6 = 𝐾6(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝜙) =

𝑐 cos𝜙− 𝑑 sin𝜙

𝛾
,

𝐾7 = 𝐾7(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝜙) =
(𝑎𝑐− 𝑏𝑑) cos𝜙

𝛾
, 𝐾8 = 𝐾8(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝜙) =

𝑎 sin𝜙− 𝑏 cos𝜙

𝛾
.

Тогда верна следующая теорема.
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Теорема 1. Если ∀𝑥 ∈ 𝑆 матрица отображения 𝐴𝑚(𝑥) имеет вид:(︂
𝐾1

𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑙
(𝑥) +𝐾2

𝜕𝑉𝑚

𝜕𝑙
(𝑥) 𝐾3

𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑙
(𝑥) +𝐾4

𝜕𝑉𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)

𝐾5
𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑙
(𝑥) +𝐾6

𝜕𝑉𝑚

𝜕𝑙
(𝑥) 𝐾7

𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑙
(𝑥) +𝐾8

𝜕𝑉𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)

)︂
, (5)

то справедлива оценка:

𝑒(𝑆) ≤𝑀1𝑑
𝛼
𝑚 +𝑀2𝑑

𝛽
𝑚 +𝑀3

(︀
𝜔1(𝑑𝑚) + 𝑙1(𝑑𝑚)

)︀
+𝑀4

(︀
𝜔2(𝑑𝑚) + 𝑙2(𝑑𝑚)

)︀
,

где 𝛼 = 𝛼(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) > 0, 𝛽 = 𝛽(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) > 0,𝑀1 = 𝑀1(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑈, 𝑟, diam𝐷,𝜙),𝑀2 =
=𝑀2(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑉, 𝑟, diam𝐷,𝜙),𝑀3 =𝑀3(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝜙),𝑀4 =𝑀4(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝜙),
𝑟 = dist(𝑆, 𝜕𝐷).

Доказательство. Преобразуем систему координат путем переноса ее в точку 𝑝0 и по-
ворота на угол 𝜙 следующим образом:{︃

𝑋1 = (𝑥1 − 𝑥01) cos𝜙+ (𝑥2 − 𝑥02) sin𝜙,

𝑋2 = −(𝑥1 − 𝑥01) sin𝜙+ (𝑥2 − 𝑥02) cos𝜙,
(6)

где (𝑋1, 𝑋2) — новые координаты точки 𝑥, 𝑝0 = (𝑥01, 𝑥
0
2).

Тогда 𝑈(𝑥) = 𝑈(𝑥1(𝑋1, 𝑋2), 𝑥2(𝑋1, 𝑋2)), и матрица 𝐴𝑚(𝑥) преобразуется к виду:(︃
𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑋1
(𝑥) 𝐿1

𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑋1
(𝑥) + 𝐿2

𝜕𝑉𝑚

𝜕𝑋1
(𝑥)

𝜕𝑉𝑚

𝜕𝑋1
(𝑥) 𝐿3

𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑋1
(𝑥) + 𝐿4

𝜕𝑉𝑚

𝜕𝑋1
(𝑥)

)︃
,

где

𝐿1 = 𝐿1(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝜙) =
𝑏 sin2 𝜙− 𝑑 cos2 𝜙+ (𝑎− 𝑐) sin𝜙 cos𝜙

𝛾
,

𝐿2 = 𝐿2(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝜙) = −1

𝛾
, 𝐿3 = 𝐿3(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝜙) =

𝑎𝑐− 𝑏𝑑

𝛾
,

𝐿4 = 𝐿4(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝜙) =
𝑑 sin2 𝜙− 𝑏 cos2 𝜙+ (𝑎− 𝑐) sin𝜙 cos𝜙

𝛾
.

Кроме того, матрица 𝐽𝑓 (𝑥)− 𝐴𝑚(𝑥) примет вид:⎛⎝ 𝜕𝑈
𝜕𝑋1

(𝑥)− 𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑋1
(𝑥) 𝜕𝑈

𝜕𝑋2
(𝑥)−

(︁
𝐿1

𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑋1
(𝑥) + 𝐿2

𝜕𝑉𝑚

𝜕𝑋1
(𝑥)
)︁

𝜕𝑉
𝜕𝑋1

(𝑥)− 𝜕𝑉𝑚

𝜕𝑋1
(𝑥) 𝜕𝑉

𝜕𝑋2
(𝑥)−

(︁
𝐿3

𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑋1
(𝑥) + 𝐿4

𝜕𝑉𝑚

𝜕𝑋1
(𝑥)
)︁⎞⎠ .

Следовательно, имеем

‖ 𝐽𝑓 (𝑥)− 𝐴𝑚(𝑥) ‖=
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑈

𝜕𝑋1

(𝑥)− 𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑋1

(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑉

𝜕𝑋1

(𝑥)− 𝜕𝑉𝑚
𝜕𝑋1

(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
+

+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑈

𝜕𝑋2

(𝑥)−
(︂
𝐿1
𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑋1

(𝑥) + 𝐿2
𝜕𝑉𝑚
𝜕𝑋1

(𝑥)

)︂⃒⃒⃒⃒
+

+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑉

𝜕𝑋2

(𝑥)−
(︂
𝐿3
𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑋1

(𝑥) + 𝐿4
𝜕𝑉𝑚
𝜕𝑋1

(𝑥)

)︂⃒⃒⃒⃒
.

(7)
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Для оценки погрешности аппроксимации оценим слагаемые в правой части полу-
ченного равенства.

Заметим, что для первого слагаемого справедливо⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑈

𝜕𝑋1

(𝑥)− 𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑋1

(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
≤
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑋1

(𝑥)− 𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑋1

(𝑝0)

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑋1

(𝑝0)−
𝜕𝑈

𝜕𝑋1

(𝑝0)

⃒⃒⃒⃒
+

+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑈

𝜕𝑋1

(𝑝0)−
𝜕𝑈

𝜕𝑋1

(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
.

В силу (4) имеем
𝑈𝑚(𝑝𝑖) = 𝑈(𝑝𝑖),

𝑉𝑚(𝑝𝑖) = 𝑉 (𝑝𝑖), 𝑖 = 0, 1, 2.

Отсюда, поскольку функции 𝑈, 𝑉, 𝑈𝑚, 𝑉𝑚 — дифференцируемы в 𝑆, то получим⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑈𝑚(𝑝0) + ⟨∇𝑈𝑚(𝑝0), 𝑝1 − 𝑝0⟩+ 𝜉1(𝑝1 − 𝑝0) = 𝑈(𝑝0)+ ⟨∇𝑈(𝑝0), 𝑝1 − 𝑝0⟩+

+ 𝑟1(𝑝1 − 𝑝0),

𝑉𝑚(𝑝0) + ⟨∇𝑉𝑚(𝑝0), 𝑝1 − 𝑝0⟩+ 𝜉2(𝑝1 − 𝑝0) = 𝑉 (𝑝0)+ ⟨∇𝑉 (𝑝0), 𝑝1 − 𝑝0⟩+
+ 𝑟2(𝑝1 − 𝑝0),

где 𝑟1(𝑝1 − 𝑝0), 𝑟2(𝑝1 − 𝑝0), 𝜉1(𝑝1 − 𝑝0), 𝜉2(𝑝1 − 𝑝0) — остаточные члены при разложении
по формуле Тейлора в точке 𝑝0 функций 𝑈, 𝑉, 𝑈𝑚, 𝑉𝑚 соответственно.

Раскладывая векторы ∇𝑈𝑚(𝑝0) − ∇𝑈(𝑝0), ∇𝑉𝑚(𝑝0) − ∇𝑉 (𝑝0), 𝑝1 − 𝑝0 по базису,
образованному в результате поворота системы координат, будем иметь⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(︂
𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑋1

(𝑝0)−
𝜕𝑈

𝜕𝑋1

(𝑝0)

)︂
(𝑋1

1 −𝑋0
1 ) +

(︂
𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑋2

(𝑝0)−
𝜕𝑈

𝜕𝑋2

(𝑝0)

)︂
(𝑋1

2 −𝑋0
2 ) =

= 𝑟1(𝑝1 − 𝑝0)− 𝜉1(𝑝1 − 𝑝0),(︂
𝜕𝑉𝑚
𝜕𝑋1

(𝑝0)−
𝜕𝑉

𝜕𝑋1

(𝑝0)

)︂
(𝑋1

1 −𝑋0
1 ) +

(︂
𝜕𝑉𝑚
𝜕𝑋2

(𝑝0)−
𝜕𝑉

𝜕𝑋2

(𝑝0)

)︂
(𝑋1

2 −𝑋0
2 ) =

= 𝑟2(𝑝1 − 𝑝0)− 𝜉2(𝑝1 − 𝑝0),

где 𝑝1 = (𝑋1
1 , 𝑋

1
2 ).

Поскольку 𝑋0
1 = 𝑋0

2 = 0 и 𝑋1
2 = 0, получим⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑋1

(𝑝0)−
𝜕𝑈

𝜕𝑋1

(𝑝0) =
𝑟1(𝑝1 − 𝑝0)− 𝜉1(𝑝1 − 𝑝0)

𝑋1
1

=
𝑟1(𝑝1 − 𝑝0)

𝑑𝑆
− 𝜉1(𝑝1 − 𝑝0)

𝑑𝑆
,

𝜕𝑉𝑚
𝜕𝑋1

(𝑝0)−
𝜕𝑉

𝜕𝑋1

(𝑝0) =
𝑟2(𝑝1 − 𝑝0)− 𝜉2(𝑝1 − 𝑝0)

𝑋1
1

=
𝑟2(𝑝1 − 𝑝0)

𝑑𝑆
− 𝜉2(𝑝1 − 𝑝0)

𝑑𝑆
.

(8)

Система (3) является эллиптической в 𝐷. Следовательно, дифференцируя первое
уравнение системы по 𝑥2, второе — по 𝑥1 и складывая уравнения, получим, что всю-
ду в 𝐷 функция 𝑈 удовлетворяет следующему линейному эллиптическому уравнению
второго порядка

𝑎
𝜕2𝑈

𝜕𝑥21
(𝑥) + (𝑑+ 𝑏)

𝜕2𝑈

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
(𝑥) + 𝑐

𝜕2𝑈

𝜕𝑥22
(𝑥) +

(︂
𝜕𝑎

𝜕𝑥1
(𝑥) +

𝜕𝑑

𝜕𝑥2
(𝑥)

)︂
𝜕𝑈

𝜕𝑥1
(𝑥)+

+

(︂
𝜕𝑏

𝜕𝑥1
(𝑥) +

𝜕𝑐

𝜕𝑥2
(𝑥)

)︂
𝜕𝑈

𝜕𝑥2
(𝑥) = 0.

(9)
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Тогда, в силу леммы 1 и леммы 2, выполнено

|𝑟1(𝑝1 − 𝑝0)|
𝑑𝑆

=
|𝑈(𝑝1)− 𝑈(𝑝0)− ⟨∇𝑈(𝑝0), 𝑝1 − 𝑝0⟩|

𝑑𝑆
≤ 𝐶1𝑟

−𝛼 𝑑𝛼𝑚
𝛼 + 1

и
|𝜉1(𝑝1 − 𝑝0)|

𝑑𝑆
=

|𝑈𝑚(𝑝1)− 𝑈𝑚(𝑝0)− ⟨∇𝑈𝑚(𝑝0), 𝑝1 − 𝑝0⟩|
𝑑𝑆

≤ 𝑙1(𝑑𝑚),

где 𝐶1 = 𝐶1(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑈, 𝑟, diam𝐷).
Тогда из первого уравнения системы (8) получаем⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑋1

(𝑝0)−
𝜕𝑈

𝜕𝑋1

(𝑝0)

⃒⃒⃒⃒
≤ |𝑟1(𝑝1 − 𝑝0)|

𝑑𝑆
+

|𝜉(𝑝1 − 𝑝0)|
𝑑𝑆

≤ 𝐶1𝑟
−𝛼 𝑑𝛼𝑚
𝛼 + 1

+ 𝑙1(𝑑𝑚).

Также, ввиду эллиптичности (9), для всех 𝑥 ∈ 𝑆 можем оценить [3]⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑈

𝜕𝑋1

(𝑥)− 𝜕𝑈

𝜕𝑋1

(𝑝0)

⃒⃒⃒⃒
≤ |∇𝑈(𝑥)−∇𝑈(𝑝0)| ≤ 𝐶1𝑟

−𝛼|𝑥− 𝑝0|𝛼 ≤ 𝐶1𝑟
−𝛼𝑑𝛼𝑚.

Кроме того, ⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑋1

(𝑥)− 𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑋1

(𝑝0)

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝜔1(𝑑𝑚).

Оценим теперь первое слагаемое в равенстве (7)⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑈

𝜕𝑋1

(𝑥)− 𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑋1

(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝜔1(𝑑𝑚) + 𝑙1(𝑑𝑚) +

𝛼 + 2

𝛼 + 1
𝐶1𝑟

−𝛼𝑑𝛼𝑚.

Заметим, что функция 𝑉 также всюду в 𝐷 удовлетворяет линейному эллиптиче-
скому уравнению

𝑎

𝐴

𝜕2𝑉

𝜕𝑥21
(𝑥) +

𝑑+ 𝑏

𝐴

𝜕2𝑉

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
(𝑥) +

𝑐

𝐴

𝜕2𝑉

𝜕𝑥22
(𝑥)+

+

(︃
𝜕
(︀
𝑎
𝐴

)︀
𝜕𝑥1

(𝑥) +
𝜕
(︀
𝑏
𝐴

)︀
𝜕𝑥2

(𝑥)

)︃
𝜕𝑉

𝜕𝑥1
(𝑥) +

(︃
𝜕
(︀
𝑑
𝐴

)︀
𝜕𝑥1

(𝑥) +
𝜕
(︀
𝑐
𝐴

)︀
𝜕𝑥2

(𝑥)

)︃
𝜕𝑉

𝜕𝑥2
(𝑥) = 0,

где 𝐴 = 𝑎𝑐− 𝑏𝑑.
Таким образом, для второго слагаемого равенства (7) выполнено⃒⃒⃒⃒

𝜕𝑉

𝜕𝑋1

(𝑥)− 𝜕𝑉𝑚
𝜕𝑋1

(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝜔2(𝑑𝑚) + 𝑙2(𝑑𝑚) +

𝛽 + 2

𝛽 + 1
𝐶2𝑟

−𝛽𝑑𝛽𝑚,

где 𝐶2 = 𝐶2(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑉, 𝑟, diam𝐷).
Для оценки третьего и четвертого слагаемого обозначим
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𝑞1 = 𝜔1(𝑑𝑚) + 𝑙1(𝑑𝑚) +
𝛼 + 2

𝛼 + 1
𝐶1𝑟

−𝛼𝑑𝛼𝑚,

𝑞2 = 𝜔2(𝑑𝑚) + 𝑙2(𝑑𝑚) +
𝛽 + 2

𝛽 + 1
𝐶2𝑟

−𝛽𝑑𝛽𝑚.

В результате поворота системы координат система (3) примет вид⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜕𝑈

𝜕𝑋2

(𝑥) = 𝐿1
𝜕𝑈

𝜕𝑋1

(𝑥) + 𝐿2
𝜕𝑉

𝜕𝑋1

(𝑥),

𝜕𝑉

𝜕𝑋2

(𝑥) = 𝐿3
𝜕𝑈

𝜕𝑋1

(𝑥) + 𝐿4
𝜕𝑉

𝜕𝑋1

(𝑥).

Тогда из этой системы и уже полученных оценок имеем:⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑈

𝜕𝑋2

(𝑥) −
(︂
𝐿1
𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑋1

(𝑥) + 𝐿2
𝜕𝑉𝑚
𝜕𝑋1

(𝑥)

)︂⃒⃒⃒⃒
=

=

⃒⃒⃒⃒
𝐿1

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑋1

(𝑥)− 𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑋1

(𝑥)

)︂
+ 𝐿2

(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑋1

(𝑥)− 𝜕𝑉𝑚
𝜕𝑋1

(𝑥)

)︂⃒⃒⃒⃒
≤
⃒⃒
𝐿1

⃒⃒
𝑞1 +

⃒⃒
𝐿2

⃒⃒
𝑞2,⃒⃒⃒⃒

𝜕𝑉

𝜕𝑋2

(𝑥) −
(︂
𝐿3
𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑋1

(𝑥) + 𝐿4
𝜕𝑉𝑚
𝜕𝑋1

(𝑥)

)︂⃒⃒⃒⃒
=

=

⃒⃒⃒⃒
𝐿3

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑋1

(𝑥)− 𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑋1

(𝑥)

)︂
+ 𝐿4

(︂
𝜕𝑉

𝜕𝑋1

(𝑥)− 𝜕𝑉𝑚
𝜕𝑋1

(𝑥)

)︂⃒⃒⃒⃒
≤
⃒⃒
𝐿3

⃒⃒
𝑞1 +

⃒⃒
𝐿4

⃒⃒
𝑞2.

Отсюда

‖ 𝐽𝑓 (𝑥)− 𝐴𝑚(𝑥) ‖ ≤

≤ 𝑑𝛼𝑚
𝛼 + 2

𝛼 + 1
𝐶1𝑟

−𝛼
(︀
1 +

⃒⃒
𝐿1

⃒⃒
+
⃒⃒
𝐿3

⃒⃒)︀
+ 𝑑𝛽𝑚

𝛽 + 2

𝛽 + 1
𝐶2𝑟

−𝛽
(︀
1 +

⃒⃒
𝐿2

⃒⃒
+
⃒⃒
𝐿4

⃒⃒)︀
+

+
(︀
𝜔1(𝑑𝑚) + 𝑙1(𝑑𝑚)

)︀ (︀
1 +

⃒⃒
𝐿1

⃒⃒
+
⃒⃒
𝐿3

⃒⃒)︀
+
(︀
𝜔2(𝑑𝑚) + 𝑙2(𝑑𝑚)

)︀ (︀
1 +

⃒⃒
𝐿2

⃒⃒
+
⃒⃒
𝐿4

⃒⃒)︀
.

Далее, обозначая

𝑀1 =
𝛼 + 2

𝛼 + 1
𝐶1𝑟

−𝛼

(︂
1 + sup

𝑥∈𝑆

⃒⃒
𝐿1

⃒⃒
+ sup

𝑥∈𝑆

⃒⃒
𝐿3

⃒⃒)︂
,

𝑀2 =
𝛽 + 2

𝛽 + 1
𝐶2𝑟

−𝛽

(︂
1 + sup

𝑥∈𝑆

⃒⃒
𝐿2

⃒⃒
+ sup

𝑥∈𝑆

⃒⃒
𝐿4

⃒⃒)︂
,

𝑀3 = 1 + sup
𝑥∈𝑆

⃒⃒
𝐿1

⃒⃒
+ sup

𝑥∈𝑆

⃒⃒
𝐿3

⃒⃒
,

𝑀4 = 1 + sup
𝑥∈𝑆

⃒⃒
𝐿2

⃒⃒
+ sup

𝑥∈𝑆

⃒⃒
𝐿4

⃒⃒
,

получаем требуемое.

Следствие 1. Пусть в области 𝐷 ⊂ R2 задана последовательность {𝑃𝑚}∞𝑚=1 конеч-
ных наборов точек и их триангуляций 𝑇𝑚. Тогда, если выполнены условия (1), (2) и
𝐺 b 𝐷 — произвольная компактно вложенная подобласть, то

max
𝑆∈𝑇𝑚,𝑆⊂𝐺

𝑒(𝑆) = max
𝑆∈𝑇𝑚,𝑆⊂𝐺

sup
𝑥∈𝑆

‖ 𝐽𝑓 (𝑥)− 𝐴𝑚(𝑥) ‖→ 0 при 𝑚→ ∞.
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2. Аппроксимация дифференциалов решений эллиптической системы
по приближенным значениям

Рассмотрим теперь кусочно-гладкую аппроксимацию решений системы (3) по при-
ближенным значениям в узлах 𝑇𝑚.

Для всякого 𝑇𝑚 построим приближающее 𝑓 отображение 𝑓𝑚 : 𝐷 → 𝐷*, 𝑓𝑚(𝑥) =
= (𝑈𝑚(𝑥), 𝑉𝑚(𝑥)) такое, что 𝑈𝑚, 𝑉𝑚 — кусочно-гладкие функции и

|𝑈𝑚(𝑝)− 𝑈(𝑝)| < 𝛿,

|𝑉𝑚(𝑝)− 𝑉 (𝑝)| < 𝛿,

для любой точки 𝑝 ∈ 𝑃𝑚, 𝛿 > 0.
Поставим ту же задачу и будем использовать такие же обозначения, как в разде-

ле 1.
Кроме того, пусть для всякого натурального 𝑚 существует отображение 𝑓 *

𝑚 : 𝐷 →
→ 𝐷*, 𝑓 *

𝑚(𝑥) = (𝑈*
𝑚(𝑥), 𝑉

*
𝑚(𝑥)), которое является приближающим 𝑓 отображением,

таким что 𝑈*
𝑚, 𝑉

*
𝑚 — кусочно-гладкие функции и

𝑓 *
𝑚(𝑝) = 𝑓(𝑝) для любой точки 𝑝 ∈ 𝑃𝑚.

Обозначим 𝜔*
1(𝑡), 𝜔

*
2(𝑡) — модули непрерывности градиентов функций 𝑈*

𝑚, 𝑉
*
𝑚 соот-

ветственно и

𝑙*1(𝑑𝑚) =
1

𝑑𝑚

𝑑𝑚∫︁
0

𝜔*
1(𝑡)𝑑𝑡, 𝑙*2(𝑑𝑚) =

1

𝑑𝑚

𝑑𝑚∫︁
0

𝜔*
2(𝑡)𝑑𝑡.

Тогда верна следующая теорема.

Теорема 2. Если ∀𝑥 ∈ 𝑆 матрица отображения 𝐴𝑚(𝑥) имеет вид (5), то справедлива
оценка:

𝑒(𝑆) ≤𝑀1𝑑
𝛼
𝑚 +𝑀2𝑑

𝛽
𝑚 +𝑁1

(︂
𝜔*
1(𝑑𝑚) + 𝑙*1(𝑑𝑚) +

2𝛿

𝑑𝑆

)︂
+𝑁2

(︂
𝜔*
2(𝑑𝑚) + 𝑙*2(𝑑𝑚) +

2𝛿

𝑑𝑆

)︂
+

+ (𝑁1 +𝑀3) (𝜔1(𝑑𝑚) + 𝑙1(𝑑𝑚)) + (𝑁2 +𝑀4) (𝜔2(𝑑𝑚) + 𝑙2(𝑑𝑚)) ,

где 𝛼 = 𝛼(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) > 0, 𝛽 = 𝛽(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) > 0,𝑀1 = 𝑀1(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑈, 𝑟, diam𝐷,𝜙), 𝑀2 =
=𝑀2(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑉, 𝑟, diam𝐷,𝜙),𝑀3 =𝑀3(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝜙),𝑀4 =𝑀4(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝜙), 𝑁1 = 𝑁1(𝑎, 𝑏,
𝑐, 𝑑, 𝜙), 𝑁2 = 𝑁2(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝜙), 𝑟 = dist(𝑆, 𝜕𝐷).

Доказательство. Пусть, согласно теореме 1, используя функции 𝑈*
𝑚, 𝑉

*
𝑚 и коэффици-

енты системы (3), в 𝑆 построено приближающее 𝑑𝑥𝑓 отображение 𝐴*
𝑚(𝑥) вида(︃

𝐾1
𝜕𝑈*

𝑚

𝜕𝑙
(𝑥) +𝐾2

𝜕𝑉 *
𝑚

𝜕𝑙
(𝑥) 𝐾3

𝜕𝑈*
𝑚

𝜕𝑙
(𝑥) +𝐾4

𝜕𝑉 *
𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)

𝐾5
𝜕𝑈*

𝑚

𝜕𝑙
(𝑥) +𝐾6

𝜕𝑉 *
𝑚

𝜕𝑙
(𝑥) 𝐾7

𝜕𝑈*
𝑚

𝜕𝑙
(𝑥) +𝐾8

𝜕𝑉 *
𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)

)︃
.
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Заметим, что

‖ 𝐽𝑓 (𝑥)− 𝐴𝑚(𝑥) ‖≤‖ 𝐽𝑓 (𝑥)− 𝐴*
𝑚(𝑥) ‖ + ‖ 𝐴*

𝑚(𝑥)− 𝐴𝑚(𝑥) ‖ . (10)

В теореме 1 получена оценка

‖ 𝐽𝑓 (𝑥)−𝐴*
𝑚(𝑥) ‖≤𝑀1𝑑

𝛼
𝑚+𝑀2𝑑

𝛽
𝑚+𝑀3

(︀
𝜔*
1(𝑑𝑚)+ 𝑙*1(𝑑𝑚)

)︀
+𝑀4

(︀
𝜔*
2(𝑑𝑚)+ 𝑙*2(𝑑𝑚)

)︀
. (11)

Поскольку элементы матрицы 𝐴*
𝑚(𝑥)− 𝐴𝑚(𝑥) = (𝑎𝑖𝑗) имеют вид

𝑎11 = 𝐾1

(︂
𝜕𝑈*

𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)− 𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)

)︂
+𝐾2

(︂
𝜕𝑉 *

𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)− 𝜕𝑉𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)

)︂
,

𝑎12 = 𝐾3

(︂
𝜕𝑈*

𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)− 𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)

)︂
+𝐾4

(︂
𝜕𝑉 *

𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)− 𝜕𝑉𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)

)︂
,

𝑎21 = 𝐾5

(︂
𝜕𝑈*

𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)− 𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)

)︂
+𝐾6

(︂
𝜕𝑉 *

𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)− 𝜕𝑉𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)

)︂
,

𝑎22 = 𝐾7

(︂
𝜕𝑈*

𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)− 𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)

)︂
+𝐾8

(︂
𝜕𝑉 *

𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)− 𝜕𝑉𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)

)︂
,

то для оценки ‖ 𝐴*
𝑚(𝑥)−𝐴𝑚(𝑥) ‖ необходимо исследовать

⃒⃒⃒
𝜕𝑈*

𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)− 𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)
⃒⃒⃒
и
⃒⃒⃒
𝜕𝑉 *

𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)−

−𝜕𝑉𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)
⃒⃒⃒
.

Имеем⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑈*

𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)− 𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
≤
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑈*

𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)− 𝜕𝑈*

𝑚

𝜕𝑙
(𝑝0)

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑈*

𝑚

𝜕𝑙
(𝑝0)−

𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑙
(𝑝0)

⃒⃒⃒⃒
+

+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑙
(𝑝0)−

𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
.

(12)

Так как 𝜔*
1(𝑡) — модуль непрерывности градиента функции 𝑈*

𝑚, то для первого
слагаемого выполнено⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑈*

𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)− 𝜕𝑈*

𝑚

𝜕𝑙
(𝑝0)

⃒⃒⃒⃒
= |⟨∇𝑈*

𝑚(𝑥)−∇𝑈*
𝑚(𝑝0), 𝑙0⟩| ≤ |∇𝑈*

𝑚(𝑥)−∇𝑈*
𝑚(𝑝0)| ≤ 𝜔*

1(𝑑𝑚),

(13)
где 𝑙0 — орт направления 𝑙.

Аналогично, поскольку 𝜔1(𝑡) — модуль непрерывности градиента функции 𝑈𝑚, то
для третьего слагаемого выполнено

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)− 𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑙
(𝑝0)

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝜔1(𝑑𝑚). (14)

Из определений отображений 𝑓 и 𝑓𝑚 для 𝑖 = 0, 1, 2 имеем
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|𝑈𝑚(𝑝𝑖)− 𝑈(𝑝𝑖)| < 𝛿,

|𝑉𝑚(𝑝𝑖)− 𝑉 (𝑝𝑖)| < 𝛿,

𝑈*
𝑚(𝑝𝑖) = 𝑈(𝑝𝑖),

𝑉 *
𝑚(𝑝𝑖) = 𝑉 (𝑝𝑖).

(15)

Оценим теперь второе слагаемое в неравенстве (12).
В силу (15) для 𝑖 = 0, 1, 2 получим

|𝑈𝑚(𝑝𝑖)− 𝑈*
𝑚(𝑝𝑖)| = |𝑈𝑚(𝑝𝑖)− 𝑈(𝑝𝑖) + 𝑈(𝑝𝑖)− 𝑈*

𝑚(𝑝𝑖)| = |𝑈𝑚(𝑝𝑖)− 𝑈(𝑝𝑖)| < 𝛿.

Поскольку функции 𝑈𝑚, 𝑈
*
𝑚 — дифференцируемы в 𝑆, то выполнено

𝑈𝑚(𝑝1)− 𝑈*
𝑚(𝑝1) =

= 𝑈𝑚(𝑝0)− 𝑈*
𝑚(𝑝0) + ⟨∇𝑈𝑚(𝑝0)−∇𝑈*

𝑚(𝑝0), 𝑝1 − 𝑝0⟩+ 𝑟1(𝑝1 − 𝑝0)− 𝑟*1(𝑝1 − 𝑝0),

где 𝑟1(𝑝1 − 𝑝0), 𝑟
*
1(𝑝1 − 𝑝0) — остаточные члены при разложении по формуле Тейлора в

точке 𝑝0 функций 𝑈𝑚, 𝑈
*
𝑚 соответственно.

Тогда⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑙
(𝑝0)−

𝜕𝑈*
𝑚

𝜕𝑙
(𝑝0)

⃒⃒⃒⃒
=

1

|𝑝1 − 𝑝0|
|⟨∇𝑈𝑚(𝑝0)−∇𝑈*

𝑚(𝑝0), 𝑝1 − 𝑝0⟩| ≤

≤ |𝑈𝑚(𝑝1)− 𝑈*
𝑚(𝑝1)|

|𝑝1 − 𝑝0|
+

|𝑈𝑚(𝑝0)− 𝑈*
𝑚(𝑝0)|

|𝑝1 − 𝑝0|
+

|𝑟1(𝑝1 − 𝑝0)− 𝑟*1(𝑝1 − 𝑝0)|
|𝑝1 − 𝑝0|

.

В доказательстве теоремы 1 показано, что справедлива оценка

|𝑟*1(𝑝1 − 𝑝0)|
|𝑝1 − 𝑝0|

≤ 𝑙*1(𝑑𝑚).

Аналогичная оценка может быть получена для |𝑟1(𝑝1−𝑝0)|
|𝑝1−𝑝0| .

Следовательно, ⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑙
(𝑝0)−

𝜕𝑈*
𝑚

𝜕𝑙
(𝑝0)

⃒⃒⃒⃒
≤ 2𝛿

𝑑𝑆
+ 𝑙1(𝑑𝑚) + 𝑙*1(𝑑𝑚).

Таким образом, учитывая это неравенство, а также неравенства (13), (14), получаем⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑈𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)− 𝜕𝑈*

𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
≤ 2𝛿

𝑑𝑆
+ 𝑙1(𝑑𝑚) + 𝑙*1(𝑑𝑚) + 𝜔1(𝑑𝑚) + 𝜔*

1(𝑑𝑚).

Проведя аналогичные рассуждения, имеем⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑉𝑚
𝜕𝑙

(𝑥)− 𝜕𝑉 *
𝑚

𝜕𝑙
(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
≤ 2𝛿

𝑑𝑆
+ 𝑙2(𝑑𝑚) + 𝑙*2(𝑑𝑚) + 𝜔2(𝑑𝑚) + 𝜔*

2(𝑑𝑚).
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Теперь справедлива оценка

‖ 𝐴*
𝑚(𝑥)− 𝐴𝑚(𝑥) ‖ ≤ 𝐶1

(︂
2𝛿

𝑑𝑆
+ 𝑙1(𝑑𝑚) + 𝑙*1(𝑑𝑚) + 𝜔1(𝑑𝑚) + 𝜔*

1(𝑑𝑚)

)︂
+

+ 𝐶2

(︂
2𝛿

𝑑𝑆
+ 𝑙2(𝑑𝑚) + 𝑙*2(𝑑𝑚) + 𝜔2(𝑑𝑚) + 𝜔*

2(𝑑𝑚)

)︂
,

где

𝐶1 = |𝐾1|+ |𝐾3|+ |𝐾5|+ |𝐾7|,
𝐶2 = |𝐾2|+ |𝐾4|+ |𝐾6|+ |𝐾8|.

Тогда из (10), (11) имеем

‖ 𝑑𝑓(𝑥)− 𝐴𝑚(𝑥) ‖≤𝑀1𝑑
𝛼
𝑚 +𝑀2𝑑

𝛽
𝑚 + 𝐶1

(︂
𝜔*
1(𝑑𝑚) + 𝑙*1(𝑑𝑚) +

2𝛿

𝑑𝑆

)︂
+

+ 𝐶2

(︂
𝜔*
2(𝑑𝑚) + 𝑙*2(𝑑𝑚) +

2𝛿

𝑑𝑆

)︂
+ (𝐶1 +𝑀3) (𝜔1(𝑑𝑚) + 𝑙1(𝑑𝑚))+

+ (𝐶2 +𝑀4) (𝜔2(𝑑𝑚) + 𝑙2(𝑑𝑚)) .

Обозначая

𝑁1 = sup
𝑥∈𝑆

|𝐾1|+ sup
𝑥∈𝑆

|𝐾3|+ sup
𝑥∈𝑆

|𝐾5|+ sup
𝑥∈𝑆

|𝐾7|,

𝑁2 = sup
𝑥∈𝑆

|𝐾2|+ sup
𝑥∈𝑆

|𝐾4|+ sup
𝑥∈𝑆

|𝐾6|+ sup
𝑥∈𝑆

|𝐾8|,

получим требуемое.
Следствие 2. Пусть в области 𝐷 ⊂ R2 задана последовательность {𝑃𝑚}∞𝑚=1 конеч-
ных наборов точек и их триангуляций 𝑇𝑚. Тогда, если выполнены условия (1), (2),
𝐺 b 𝐷 — произвольная компактно вложенная подобласть и

max
𝑆∈𝑇𝑚,𝑆⊂𝐺

𝛿

𝑑𝑆
→ 0,𝑚→ ∞,

то
max

𝑆∈𝑇𝑚,𝑆⊂𝐺
𝑒(𝑆) = max

𝑆∈𝑇𝑚,𝑆⊂𝐺
sup
𝑥∈𝑆

‖ 𝐽𝑓 (𝑥)− 𝐴𝑚(𝑥) ‖→ 0 при 𝑚→ ∞.
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APPROXIMATION OF DIFFERENTIALS OF ELLIPTIC SYSTEMS SOLUTIONS
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a.v.boluch@gmail.com
Prospekt Universitetskij, 100, 400062 Volgograd, Russian Federation

Abstract. We consider the elliptic system of differential equations and
construct piecewise smooth approximation of its solution using precise and
approximate values at the triangulation nodes. These piecewise smooth mappings
are used to approximate the differential of the solution with an error that does
not depend on the level of triangles degeneracy.

Let {𝑃𝑚}∞𝑚=1 be an array of finite sets of points in the domain 𝐷 ⊂ R2. For
every set we consider its triangulation 𝑇𝑚.

Suppose 𝑑𝑚 = max
𝑆∈𝑇𝑚

𝑑𝑆 where 𝑑𝑆 is a length of the maximum side of a

triangle 𝑆 ∈ 𝑇𝑚.
Let 𝑓 : 𝐷 → 𝐷*, 𝐷* ⊂ R2 be a mapping such that 𝑓(𝑥) = (𝑈(𝑥), 𝑉 (𝑥)), 𝑥 ∈

∈ 𝐷, 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2), where 𝑈, 𝑉 ∈ 𝐶2(𝐷) are the solutions of the elliptic system⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎
𝜕𝑈

𝜕𝑥1
(𝑥) + 𝑏

𝜕𝑈

𝜕𝑥2
(𝑥) =

𝜕𝑉

𝜕𝑥2
(𝑥),

𝑑
𝜕𝑈

𝜕𝑥1
(𝑥) + 𝑐

𝜕𝑈

𝜕𝑥2
(𝑥) = − 𝜕𝑉

𝜕𝑥1
(𝑥),

𝑎 = 𝑎(𝑥), 𝑏 = 𝑏(𝑥), 𝑐 = 𝑐(𝑥), 𝑑 = 𝑑(𝑥) ∈ 𝐶1(𝐷), 𝑎𝑐−
(︀
𝑏+𝑑
2

)︀2
> 0 in 𝐷.

For every 𝑇𝑚 we construct an approximating mapping 𝑓𝑚 : 𝐷 → 𝐷*,
𝑓𝑚(𝑥) = (𝑈𝑚(𝑥), 𝑉𝑚(𝑥)), such that 𝑈𝑚, 𝑉𝑚 are piecewise smooth functions
and

𝑓𝑚(𝑝) = 𝑓(𝑝) for any 𝑝 ∈ 𝑃𝑚.

Suppose 𝑑𝑥𝑓 is the differential of 𝑓 at the point 𝑥 ∈ 𝐷, 𝐽𝑓 (𝑥) is the Jacobian
matrix of 𝑓 at the point 𝑥.

For every 𝑆 ∈ 𝑇𝑚 we construct a mapping 𝐴𝑚(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑆 that approximates
𝑑𝑥𝑓 using functions 𝑈𝑚, 𝑉𝑚 and coefficients of the elliptic system. We also show
that the approximation error

𝑒(𝑆) = sup
𝑥∈𝑆

‖ 𝐽𝑓 (𝑥)− 𝐴𝑚(𝑥) ‖

does not depend on the level of the triangle 𝑆 degeneracy.
The same results are obtained if we use an approximating mapping 𝑓𝑚 : 𝐷 →

→ 𝐷*, 𝑓𝑚(𝑥) = (𝑈𝑚(𝑥), 𝑉𝑚(𝑥)), such that 𝑈𝑚, 𝑉𝑚 are piecewise smooth
functions and

|𝑈𝑚(𝑝)− 𝑈(𝑝)| < 𝛿,

|𝑉𝑚(𝑝)− 𝑉 (𝑝)| < 𝛿,

for any 𝑝 ∈ 𝑃𝑚, 𝛿 > 0.
Key words: piecewise smooth approximation, approximation of the differential,

triangulation, elliptic system of equations, approximation error.
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