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Аннотация. Изучаются спектральные свойства дифференциального опе-
ратора восьмого порядка с кусочно-гладким потенциалом и разрывной весо-
вой функцией. При больших значениях спектрального параметра исследована
асимптотика решений дифференциальных уравнений, задающих изучаемый
оператор. С помощью полученной асимптотики определены условия «сопряже-
ния» в точке разрыва коэффициентов, необходимость которых следует из фи-
зических соображений. Рассмотрены разделенные граничные условия, опреде-
ляющие оператор. Исследована индикаторная диаграмма уравнения, корнями
которого являются собственные значения оператора. Найдена асимптотика
собственных значений изучаемого дифференциального оператора. С помощью
метода Лидского — Садовничего вычислен первый регуляризованный след
дифференциального оператора.

Ключевые слова: дифференциальный оператор, спектральный пара-
метр, разделенные граничные условия, индикаторная диаграмма, асимптотика
собственных значений, регуляризованный след оператора.

Постановка задачи

Изучим спектральные свойства дифференциального оператора с разрывными коэф-
фициентами, задаваемого на отрезке [0;π] дифференциальными уравнениями

𝑦
(8)
1 (𝑥) + 𝑞1(𝑥)𝑦1(𝑥) = λ𝑎8𝑦1(𝑥), 0 6 𝑥 < 𝑥1, 𝑎 > 0, (1)
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𝑦
(8)
2 (𝑥) + 𝑞2(𝑥)𝑦2(𝑥) = λ𝑏8𝑦2(𝑥), 𝑥1 < 𝑥 6 π, 𝑏 > 0, (2)

с условиями «сопряжения» в точке 𝑥1 разрыва коэффициентов

𝑦1(𝑥1 − 0) = 𝑦2(𝑥1 + 0);
𝑦
(𝑚)
1 (𝑥1 − 0)

𝑎𝑚
=

𝑦
(𝑚)
2 (𝑥1 + 0)

𝑏𝑚
, 𝑚 = 1, 2, . . . , 7, (3)

с граничными условиями

𝑦
(𝑚1)
1 (0) = 𝑦

(𝑚2)
1 (0) = · · · = 𝑦

(𝑚7)
1 (0) = 𝑦

(𝑛1)
2 (π) = 0, (4)

𝑚1 < 𝑚2 < · · · < 𝑚7; 𝑚𝑘, 𝑛1 ∈ {0, 1, 2, . . . , 7}, 𝑘 = 1, 2, . . . , 7.

Предполагается, что коэффициенты дифференциальных уравнений (1), (2) удовле-
творяют следующим условиям гладкости:

𝑞1(𝑥) ∈ 𝐶8[0;𝑥1); 𝑞2(𝑥) ∈ 𝐶8(𝑥1;π]. (5)

Уравнения (1), (2) можно записать в сокращенной векторной форме

�⃗�(8)(𝑥) + �⃗�(𝑥)�⃗�(𝑥) = λρ⃗(𝑥)�⃗�(𝑥), 0 6 𝑥 6 π,

�⃗�(𝑥) =

[︃
𝑦1(𝑥), 0 6 𝑥 < 𝑥1,

𝑦2(𝑥), 𝑥1 < 𝑥 6 π;
ρ⃗(𝑥) =

[︃
𝑎8, 0 6 𝑥 < 𝑥1,

𝑏8, 𝑥1 < 𝑥 6 π;

�⃗�(𝑥) =

[︃
𝑞1(𝑥), 0 6 𝑥 < 𝑥1,

𝑞2(𝑥), 𝑥1 < 𝑥 6 π.

В уравнении (1)–(4) число λ (λ ∈ C) — спектральный параметр, функция �⃗�(𝑥) —
потенциал, функция ρ⃗(𝑥) — весовая функция, точка 𝑥1 ∈ (0,π) — точка разрыва коэф-
фициентов. В случае отсутствия точки разрыва 𝑥1 (то есть когда �⃗� ∈ 𝐶8[0,π]) диффе-
ренциальный оператор был изучен в работе [13].

1. Исторический обзор

В работе [4] был впервые вычислен регуляризованный след дифференциального
оператора в задаче Штурма — Лиувилля −𝑦′′(𝑥) + 𝑞(𝑥)𝑦(𝑥) = λ𝑦(𝑥) с разделенными
граничными условиями 𝑦′(0) = 0, 𝑦′(π) = 0, в предположении, что потенциал 𝑞(𝑥) ∈
∈ 𝐶1[0,π] и условии

∫︀ π
0 𝑞(𝑡)𝑑𝑡 = 0:

∑︀∞
𝑘=0(µ𝑘 − λ𝑘) = 𝑞(0)+𝑞(π)

4
, где µ𝑘 — собственные

числа оператора, а λ𝑘 = 𝑘2 — собственные числа того же оператора с 𝑞(𝑥) ≡ 0.
Аналогичные проблемы были рассмотрены в работе [3]. В [13] изучены регуляри-

зованные следы операторов с разделенными граничными условиями. В [6] предложен
общий метод вычисления регуляризованных следов дифференциальных операторов в
предположении регулярной разделимости корней уравнений на собственные значения
операторов. Но во всех вышеперечисленных работах коэффициенты дифференциальных
уравнений, задающих операторы, предполагались гладкими функциями.

Впервые формулы регуляризованных следов для дифференциальных операторов
второго порядка с разрывными коэффициентами были вычислены в работах автора
[10; 11]. Для вычисления следов операторов порядка выше второго с разрывными ко-
эффициентами на тот момент времени не было теоретической базы.
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Изучение операторов с разрывными весовыми функциями было начато в работе
[5]: рассмотрена сходимость разложений по собственным функциям в точках разры-
ва коэффициентов дифференциального оператора. Аналогичные вопросы для оператора
четвертого порядка исследованы в [2]. В [9] автором рассмотрены спектральные свой-
ства оператора второго порядка с кусочно-постоянной функцией. В работе [8] изучены
операторы второго порядка с разрывными весовыми функциями, в том числе приведены
примеры изоспектральных операторов (см. [15]). В настоящей работе мы продолжаем
эти исследования: изучаем свойства оператора восьмого порядка с разрывной весовой
функцией и вычисляем его регуляризованный след.

2. Асимптотика решений дифференциальных уравнений (1), (2)
при больших значениях спектрального параметра λ

Пусть λ = 𝑠8, 𝑠 = 8
√
λ, причем для корректности дальнейших выкладок зафикси-

руем ту ветвь арифметического корня восьмой степени, для которой 8
√
1 = +1. Пусть

ω𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 8) — различные корни восьмой степени из единицы:

ω8
𝑘 = 1; ω𝑘 = 𝑒

2π𝑖
8

(𝑘−1), 𝑘 = 1, 2, . . . , 8; ω1 = 1;

ω2 = 𝑒
2π𝑖
8 = cos

(︂
2π

8

)︂
+ 𝑖 sin

(︂
2π

8

)︂
=

√
2

2
+

√
2

2
𝑖 = 𝑧; ω3 = 𝑒

4π𝑖
8 = 𝑧2 = 𝑖; . . . ;

ω𝑚 = 𝑧𝑚−1, ω𝑛+8 = ω𝑚, 𝑚 = 1, 2, . . . , 8; ω4 = −
√
2

2
+

√
2

2
𝑖; ω5 = −1;

ω6 = −
√
2

2
−

√
2

2
𝑖; ω7 = −𝑖; ω8 =

√
2

2
−

√
2

2
𝑖.

(6)

Для чисел ω𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . 8) из (6) справедливы следующие свойства:

8∑︁
𝑘=1

ω𝑚
𝑘 = 0, 𝑚 = 1, 2, . . . , 7;

8∑︁
𝑘=1

ω𝑚
𝑘 = 8; 𝑚 = 0, 𝑚 = 8; (7)

7∑︁
𝑘=0

ω𝑘
𝑚 = 0, 𝑚 = 2, 3, . . . , 8;

7∑︁
𝑘=0

ω𝑘
𝑚 = 8, 𝑚 = 1. (8)

Аналогично монографии [12, гл. 2] устанавливается следующее утверждение.
Теорема 1. Общее решение дифференциальных уравнений (1), (2) представляется в
виде

𝑦1(𝑥, 𝑠) =
8∑︁

𝑘=1

𝐶1𝑘𝑦1𝑘(𝑥, 𝑠); 𝑦
(𝑚)
1 (𝑥, 𝑠) =

8∑︁
𝑘=1

𝐶1𝑘𝑦
(𝑚)
1𝑘 (𝑥, 𝑠), 𝑚 = 1, 2, . . . , 7; (9)

𝑦2(𝑥, 𝑠) =
8∑︁

𝑘=1

𝐶2𝑘𝑦2𝑘(𝑥, 𝑠); 𝑦
(𝑚)
2 (𝑥, 𝑠) =

8∑︁
𝑘=1

𝐶2𝑘𝑦
(𝑚)
2𝑘 (𝑥, 𝑠), 𝑚 = 1, 2, . . . , 7; (10)

при этом 𝐶1𝑘, 𝐶2𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 8)— произвольные постоянные, причем для фунда-
ментальных систем решений {𝑦1𝑘(𝑥, 𝑠)}8𝑘=1 и {𝑦2𝑘(𝑥, 𝑠)}8𝑘=1 при 𝑠 → ∞ справедливы
следующие асимптотические формулы и оценки:

𝑦1𝑘(𝑥, 𝑠) = 𝑒𝑎ω𝑘𝑠𝑥

[︂
1 +

ω𝑘𝐴7(𝑥)

𝑠7
+

𝐴0
8(𝑥)

𝑠8
+𝑂

(︂
𝑒|Im𝑠|𝑎𝑥

𝑠9

)︂]︂
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8, (11)
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𝑦
(𝑚)
1𝑘 (𝑥, 𝑠) = (𝑎ω𝑘𝑠)

𝑚𝑒𝑎ω𝑘𝑠𝑥

[︂
1 +

ω𝑘𝐴7(𝑥)

𝑠7
+

𝐴𝑚
8 (𝑥)

𝑠8
+𝑂

(︂
𝑒|Im𝑠|𝑎𝑥

𝑠9

)︂]︂
, (12)

𝑘 = 1, 2, . . . , 8; 𝑚 = 1, 2, . . . , 7;

𝑦2𝑘(𝑥, 𝑠) = 𝑒𝑏ω𝑘𝑠𝑥

[︂
1 +

ω𝑘𝐵7(𝑥)

𝑠7
+

𝐵0
8(𝑥)

𝑠8
+𝑂

(︂
𝑒|Im𝑠|𝑏𝑥

𝑠9

)︂]︂
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8; (13)

𝑦
(𝑚)
2𝑘 (𝑥, 𝑠) = (𝑏ω𝑘𝑠)

𝑚𝑒𝑏ω𝑘𝑠𝑥

[︂
1 +

ω𝑘𝐵7(𝑥)

𝑠7
+

𝐵𝑚
8 (𝑥)

𝑠8
+𝑂

(︂
𝑒|Im𝑠|𝑏𝑥

𝑠9

)︂]︂
, (14)

𝑘 = 1, 2, . . . , 8; 𝑚 = 1, 2, . . . , 7;

𝐴7(𝑥) = − 1

8𝑎7

∫︁ 𝑥

0

𝑞1(𝑡)𝑑𝑡, 𝐴7(0) = 0; 𝐴′
7(𝑥) = −𝑞1(𝑥)

8𝑎7
; (15)

𝐵7(𝑥) = − 1

8𝑏7

∫︁ 𝑥

𝑥1

𝑞2(𝑡)𝑑𝑡, 𝐵7(𝑥1) = 0; 𝐵′
7(𝑥) = −𝑞2(𝑥)

8𝑏7
; (16)

𝐴0
8(𝑥) =

7𝑞1(𝑥)− 7𝑞1(0)

16𝑎8
, 𝐴1

8(𝑥) =
5𝑞1(𝑥)− 7𝑞1(0)

16𝑎8
; 𝐴2

8(𝑥) =
3𝑞1(𝑥)− 7𝑞1(0)

16𝑎8
; . . . ;

𝐴𝑚
8 (𝑥) =

(7− 2𝑚)𝑞1(𝑥)− 7𝑞1(0)

16𝑎7
, 𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 7; 𝐴7

8(𝑥) =
−7𝑞1(𝑥)− 7𝑞1(0)

16𝑎8
; (17)

𝐵0
8(𝑥) =

7𝑞2(𝑥)− 7𝑞2(𝑥1)

16𝑏8
, 𝐵1

8(𝑥) =
5𝑞2(𝑥)− 7𝑞2(𝑥1)

16𝑏8
; . . . ;

𝐵𝑚
8 (𝑥) =

(7− 2𝑚)𝑞2(𝑥)− 7𝑞2(𝑥1)

16𝑏7
, 𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 7;

𝐵6
8(𝑥) =

−5𝑞2(𝑥)− 7𝑞2(𝑥1)

16𝑏8
; 𝐵7

8(𝑥) =
−7𝑞2(𝑥)− 7𝑞2(𝑥1)

16𝑏8
. (18)

Для коэффициентов асимптотических формул (11)–(18) справедливы следующие
соотношения:

7∑︁
𝑚=0

𝐴𝑚
8 (𝑥) =

7∑︁
𝑚=0

𝐴𝑚
8 (0) =

7∑︁
𝑚=0

𝐴𝑚
8 (𝑥1) = 𝐷8 = −7𝑞1(0)

2𝑎8
; (19)

7∑︁
𝑚=0

𝐵𝑚
8 (𝑥) =

7∑︁
𝑚=0

𝐵𝑚
8 (𝑥1) =

7∑︁
𝑚=0

𝐵𝑚
8 (π) = 𝐸8 = −7𝑞2(𝑥1)

2𝑏8
. (20)

Для фундаментальных систем решений {𝑦1𝑘(𝑥, 𝑠)}8𝑘=1 и {𝑦2𝑘(𝑥, 𝑠)}8𝑘=1 из (11)–(14)
справедливы начальные условия:

𝐴7(0) = 0; 𝐴0
8(0) = 0; 𝐵7(𝑥1) = 0; 𝐵0

7(𝑥1) = 0;

𝑦1𝑘(0, 𝑠) = 1; 𝑦2𝑘(𝑥1, 𝑠) = 𝑒𝑏ω𝑘𝑠𝑥1 ;

𝑦
(𝑚)
1𝑘 (0, 𝑠) = (𝑎ω𝑘𝑠)

𝑚

[︂
1 +

0

𝑠7
+

𝐴𝑚
8 (0)

𝑠8
+𝑂

(︂
1

𝑠9

)︂]︂
;

𝑦
(𝑚)
2𝑘 (𝑥1, 𝑠) = (𝑏ω𝑘𝑠)

𝑚𝑒𝑏ω𝑘𝑠𝑥1

[︂
1 +

0

𝑠7
+

𝐵𝑚
8 (𝑥1)

𝑠8
+𝑂

(︂
1

𝑠9

)︂]︂
, (21)

𝑘 = 1, 2, . . . , 8; 𝑚 = 1, 2, . . . , 7.
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3. Изучение определителя Вронского Δ02,2(𝑥, 𝑠)

Пусть Δ02,2(𝑥, 𝑠) — определитель Вронского фундаментальной системы решений
{𝑦2𝑘(𝑥, 𝑠)}8𝑘=1 дифференциального уравнения (2)

Δ02,2(𝑥, 𝑠) = detWr[𝑦21(𝑥, 𝑠), 𝑦22(𝑥, 𝑠), . . . , 𝑦28(𝑥, 𝑠)] =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑦21(𝑥, 𝑠) 𝑦22(𝑥, 𝑠) . . . 𝑦27(𝑥, 𝑠) 𝑦28(𝑥, 𝑠)

𝑦′21(𝑥, 𝑠) 𝑦′22(𝑥, 𝑠) . . . 𝑦′27(𝑥, 𝑠) 𝑦′28(𝑥, 𝑠)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑦(7)
21 (𝑥, 𝑠) 𝑦(7)

22 (𝑥, 𝑠) . . . 𝑦(7)
27 (𝑥, 𝑠) 𝑦(7)

28 (𝑥, 𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ . (22)

Из общей теории линейных дифференциальных уравнений известно, что определи-
тель Вронского Δ02,2(𝑥, 𝑠) не должен зависеть от 𝑥: Δ02,2(𝑥, 𝑠) = Δ02,2(𝑠) ̸= 0.

Применяя формулы (13)–(18), имеем

Δ02,2(𝑥, 𝑠) =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

ℎ1

[︂
1 +

ω1𝐵7(𝑥)

𝑠7
+

𝐵0
8

𝑠8
+ . . .

]︂
. . . ℎ8

[︂
1 +

ω8𝐵7(𝑥)

𝑠7
+

𝐵0
8

𝑠8
+ . . .

]︂
ℎ1(𝑏𝑠)ω1

[︂
1 +

ω1𝐵7(𝑥)

𝑠7
+

𝐵1
8

𝑠8
+ . . .

]︂
. . . ℎ8(𝑏𝑠)ω8

[︂
1 +

ω8𝐵7(𝑥)

𝑠7
+

𝐵1
8

𝑠8
+ . . .

]︂
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ℎ1(𝑏𝑠)
7ω7

1

[︂
1 +

ω1𝐵7(𝑥)

𝑠7
+

𝐵7
8

𝑠8
+ . . .

]︂
. . . ℎ8(𝑏𝑠)

7ω7
8

[︂
1 +

ω8𝐵7(𝑥)

𝑠7
+

𝐵7
8

𝑠8
+ . . .

]︂

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
,

(23)

где введены обозначения ℎ𝑘 = 𝑒𝑏ω𝑘𝑠𝑥, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8.
Обозначим через Δ00 определитель Вандермонда чисел ω1,ω2, . . . ,ω8

Δ00 = det Wandermound′s(ω1,ω2, . . . ,ω8) =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
1 1 1 . . . 1
ω1 ω2 ω3 . . . ω8

ω2
1 ω2

2 ω2
3 . . . ω2

8

. . . . . . . . . . . . . .
ω7

1 ω7
2 ω7

3 . . . ω7
8

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

∏︁
𝑘>𝑚;

𝑘,𝑚=1,2,...,8

(ω𝑘 −ω𝑚) = Δ00 ̸= 0. (24)

Справедливо следующее утверждение.

Лемма 1. Пусть (δ𝑚𝑘) (𝑘,𝑚 = 1, 2, . . . , 8) — матрица алгебраических миноров к
элементам 𝑏𝑚𝑘 определителя Δ00 из (24). Тогда

(δ𝑚𝑘) =

⎛⎜⎜⎝
δ11 δ12 . . . δ18
δ21 δ22 . . . δ28
. . . . . . . . . . .
δ81 δ82 . . . δ88

⎞⎟⎟⎠ =
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=
Δ00

8

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1 1 −1 . . . 1 −1
−ω−1

1 ω−1
2 −ω−1

3 ω−1
4 . . . −ω−1

7 ω−1
8

ω−2
1 −ω−2

2 ω−2
3 −ω−2

4 . . . ω−2
7 −ω−2

8

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ω−6

1 −ω−6
2 ω−6

3 −ω−6
4 . . . ω−6

7 −ω−6
8

−ω−7
1 ω−7

2 −ω−7
3 ω−7

4 . . . −ω−7
7 ω−7

8

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (25)

Доказательство леммы 1 можно найти в работе [7]. Для вычисления определителя
Δ02,2(𝑥, 𝑠) из (23) вынесем из 𝑘-го столбца (𝑘 = 1, 2, . . . , 8) множитель ℎ𝑘, из 𝑘-й строки
вынесем множитель (𝑏𝑠)𝑘−1 и разложим получившийся определитель по столбцам на
сумму определителей. В результате получаем

Δ02,2(𝑥, 𝑠) =

=
∏︀8

𝑘=1 ℎ𝑘(𝑏𝑠)(𝑏𝑠)
2(. . . )(𝑏𝑠)7

[︂
Δ00 +

Δ02,2,7(𝑥, 𝑠)

𝑠7
+

Δ02,2,8(𝑥, 𝑠)

𝑠8
+𝑂

(︂
1

𝑠9

)︂]︂
,

(26)

Δ02,2,7(𝑥, 𝑠) = ω1𝐵7(𝑥)Δ00 +ω2𝐵7(𝑥)Δ00 + · · ·+ω8𝐵7(𝑥)Δ00 =

= Δ00𝐵7(𝑥)(ω1 +ω2 + · · ·+ω8)
(7)
= Δ00𝐵7(𝑥) · 0 = 0;

(27)

Δ02,2,8(𝑥, 𝑠) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝐵0

8(𝑥) 1 . . . 1
ω1𝐵

1
8(𝑥) ω2 . . . ω8

. . . . . . . . . . . . . .
ω7

1𝐵
7
8(𝑥) ω7

2 . . . ω7
8

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒+

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 1 𝐵0

8(𝑥) 1 . . . 1
ω1 ω2𝐵

1
8(𝑥) ω3 . . . ω8

. . . . . . . . . . . . . . . . .
ω7

1 ω7
2𝐵

7
8(𝑥) ω7

3 . . . ω7
8

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ +

+ · · · = [𝐵0
8(𝑥)δ11 −ω1𝐵

1
8(𝑥)δ21 +ω

2
1𝐵

2
8(𝑥)δ31 − · · · −ω7

1𝐵
7
8(𝑥)δ81]+

+ [−𝐵0
8(𝑥)δ12 +ω2𝐵

1
8(𝑥)δ22 −ω2

2𝐵
2
8(𝑥)δ33 + · · ·+ω7

2𝐵
7
8(𝑥)δ82] + · · · (25)

=

=
Δ00

8
· 8

7∑︁
𝑘=8

𝐵𝑘
8 (𝑥)

(20)
= Δ00𝐸8. (28)

Учитывая, что
∏︀8

𝑘=1 ℎ𝑘 =
∏︀8

𝑘=1 𝑒
𝑏ω𝑘𝑠𝑥 = 𝑒𝑏(ω1+ω2+···+ω8)𝑠𝑥

(7)
= 𝑒0 = 1, получаем

Δ02,2(𝑥, 𝑠)
(26)−(28)

= (𝑏𝑠)28Δ00

[︂
1 +

0

𝑠7
+

𝐸8

𝑠8
+𝑂

(︂
1

𝑠9

)︂]︂
, (29)

то есть определитель Δ02,2(𝑥, 𝑠) = Δ02,2(𝑠) не зависит от 𝑥, что подтверждает справед-
ливость вышеописанных асимптотических формул (13)–(18).

Аналогичным образом доказывается, что определитель Вронского Δ02,1(𝑥, 𝑠) фун-
даментальной системы решений {𝑦2𝑘(𝑥, 𝑠)}8𝑘=1 дифференциального уравнения (1) также
не зависит от 𝑥, и для него справедлива формула

Δ02,1(𝑥, 𝑠)=det Wr[𝑦11(𝑥, 𝑠); 𝑦12(𝑥, 𝑠); . . . ; 𝑦18(𝑥, 𝑠) = (𝑎𝑠)28Δ00

[︂
1 +

0

𝑠7
+

𝐷8

𝑠8
+𝑂

(︂
1

𝑠9

)︂]︂
,

𝐷8
(19)
= −7𝑞1(0)

2𝑎8
.
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4. Изучение условий «сопряжения» (3)

Применяя формулы (9), (10), из условий «сопряжения» (3) получаем⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦2(𝑥1 + 0, 𝑠)
(3)
= 𝑦1(𝑥1 − 0, 𝑠) ⇔

8∑︁
𝑘=1

𝐶2𝑘𝑦2𝑘(𝑥1 + 0, 𝑠) =
8∑︁

𝑘=1

𝐶1𝑘𝑦1𝑘(𝑥1 − 0, 𝑠); (30)

𝑦
(𝑚)
2 (𝑥1 + 0, 𝑠)

(𝑏𝑠)𝑚
(3)
=

𝑦
(𝑚)
1 (𝑥1 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
⇔

8∑︁
𝑘=1

𝐶2𝑘
𝑦
(𝑚)
2𝑘 (𝑥1 + 0, 𝑠)

(𝑏𝑠)𝑚
=

4∑︁
𝑘=1

𝐶1𝑘
𝑦
(𝑚)
1𝑘 (𝑥1 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
,

𝑚 = 1, 2, . . . , 7. (31)

Рассматривая систему (30), (31) как систему из восьми уравнений с восемью неиз-
вестными 𝐶21, 𝐶22, . . . , 𝐶28 (при этом 𝐶11, 𝐶12, . . . , 𝐶18 — параметры), приходим к выво-
ду, что эта система имеет единственное решение

𝐶21 =
Δ21

Δ02,2(𝑠) ̸= 0
; 𝐶22 =

Δ22

Δ02,2(𝑠)
; . . . ;𝐶2𝑘 =

Δ2𝑘

Δ02,2(𝑠)
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8, (32)

при этом определитель Δ2𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 8) получается из определителя Δ02,2(𝑠) заме-
ной 𝑘-го столбца на столбец(︂ 8∑︁

𝑘=1

𝐶1𝑘𝑦1𝑘(𝑥1 − 0, 𝑠);
8∑︁

𝑘=1

𝐶1𝑘
𝑦′1𝑘(𝑥1 − 0, 𝑠)

𝑎𝑠
; . . . ;

8∑︁
𝑘=1

𝐶1𝑘
𝑦(7)
1𝑘 (𝑥1 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)7

)︂*

.

Таким образом, имеем

Δ21 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

8∑︀
𝑘=1

𝐶1𝑘𝑦1𝑘(𝑥1 − 0, 𝑠) 𝑦22(𝑥1 + 0, 𝑠) . . . 𝑦28(𝑥1 + 0, 𝑠)

8∑︀
𝑘=1

𝐶1𝑘
𝑦′1𝑘(𝑥1 − 0, 𝑠)

𝑎𝑠

𝑦′22(𝑥1 + 0, 𝑠)

𝑏𝑠
. . .

𝑦′28(𝑥1 + 0, 𝑠)

𝑏𝑠
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
8∑︀

𝑘=1

𝐶1𝑘
𝑦(7)
1𝑘 (𝑥1 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)7
𝑦(7)
22 (𝑥1 + 0, 𝑠)

(𝑏𝑠)7
. . .

𝑦(7)
28 (𝑥1 + 0, 𝑠)

(𝑏𝑠)7

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
=

= 𝐶11Δ211 + 𝐶12Δ212 + · · ·+ 𝐶18Δ218 =
8∑︁

𝑘=1

𝐶1𝑘Δ21𝑘; (33)

Δ22 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

𝑦21(𝑥+0, 𝑠)
8∑︀

𝑘=1

𝐶1𝑘𝑦1𝑘(𝑥1 − 0, 𝑠) 𝑦23(𝑥1 + 0, 𝑠) . . . 𝑦28(𝑥1 + 0, 𝑠)

𝑦′21(𝑥1 + 0, 𝑠)

𝑏𝑠

8∑︀
𝑘=1

𝐶1𝑘
𝑦′1𝑘(𝑥1 − 0, 𝑠)

𝑎𝑠

𝑦′23(𝑥1 + 0, 𝑠)

𝑏𝑠
. . .

𝑦′28(𝑥1 + 0, 𝑠)

𝑏𝑠
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑦(7)
21 (𝑥1 + 0, 𝑠)

(𝑏𝑠)7

8∑︀
𝑘=1

𝐶1𝑘
𝑦(7)
1𝑘 (𝑥1 − 0, 𝑠)

(𝑎𝑠)7
𝑦(7)
23 (𝑥1 + 0, 𝑠)

(𝑏𝑠)7
. . .

𝑦(7)
28 (𝑥1 + 0, 𝑠)

(𝑏𝑠)7

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
=

= 𝐶11Δ221 + 𝐶12Δ222 + · · ·+ 𝐶18Δ228 =
8∑︁

𝑘=1

𝐶1𝑘Δ22𝑘; . . . ;
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Δ2𝑚 = 𝐶11Δ2𝑚1 + 𝐶12Δ2𝑚2 + · · ·+ 𝐶18Δ2𝑚8 =
8∑︁

𝑘=1

𝐶1𝑘Δ2𝑚𝑘, 𝑚 = 1, 2, . . . , 8; (34)

Δ21𝑘 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑦1𝑘 𝑦22 . . . 𝑦28

𝑦′1𝑘
𝑎𝑠

𝑦′22
𝑏𝑠

. . .
𝑦′28
𝑏𝑠

. . . . . . . . . . . . . . .

𝑦(7)
1𝑘

(𝑎𝑠)7
𝑦(7)
22

(𝑏𝑠)7
. . .

𝑦(7)
28

(𝑏𝑠)7

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥1±0

;

Δ22𝑘 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑦21 𝑦1𝑘 𝑦23 . . . 𝑦28

𝑦′21
𝑏𝑠

𝑦′1𝑘
𝑎𝑠

𝑦′23
𝑏𝑠

. . .
𝑦′28
𝑏𝑠

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑦(7)
21

(𝑏𝑠)7
𝑦(7)
1𝑘

(𝑎𝑠)7
𝑦(7)
23

(𝑏𝑠)7
. . .

𝑦(7)
28

(𝑏𝑠)7

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥1±0

; . . . ; 𝑘 = 1, 2, . . . , 8. (35)

Применяя формулы (11)–(18), вычисляя определитель Δ211 из (33)–(35) аналогично
определителю Δ02,2(𝑥, 𝑠) из (23)–(29), получаем

Δ211 = 𝑒𝑎ω1𝑠𝑥1𝑒𝑏(ω2+ω3+···+ω8)𝑠𝑥1 ×

×

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1 ·
[︂
1 +

ω1𝐴7(𝑥1)

𝑠7
+

𝐴0
8(𝑥1)

𝑠8
+ . . .

]︂
. . . 1 ·

[︂
1 +

0

𝑠7
+

𝐵0
8(𝑥1)

𝑠8
+ . . .

]︂
ω1

[︂
1 +

ω1𝐴7(𝑥1)

𝑠7
+

𝐴1
8(𝑥1)

𝑠8
+ . . .

]︂
. . . ω8

[︂
1 +

0

𝑠7
+

𝐵1
8(𝑥1)

𝑠8
+ . . .

]︂
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ω7
1

[︂
1 +

ω1𝐴7(𝑥1)

𝑠7
+

𝐴7
8(𝑥1)

𝑠8
+ . . .

]︂
. . . ω7

8

[︂
1 +

0

𝑠7
+

𝐵7
8(𝑥1)

𝑠8
+ . . .

]︂

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

(7),(24)
=

(7),(24)
= 𝑒(𝑎ω1−𝑏ω1)𝑠𝑥1

[︂
Δ00 +

ω1𝐴7(𝑥1)Δ00

𝑠7
+

Δ211,8

𝑠8
+𝑂

(︂
1

𝑠9

)︂]︂
, (36)

Δ211,8
(24),(25)
= [𝐴0

8(𝑥1)δ11 −ω1𝐴
1
8(𝑥1)δ21 +ω

2
1𝐴

2
8(𝑥1)δ31 − · · · −ω7

1𝐴
7
8(𝑥1)δ81] +

+ [−𝐵0
8(𝑥1)δ12 +ω2𝐵

1
8(𝑥1)δ22 −ω2

2𝐵
2
8(𝑥1)δ32 + · · ·+ω7

2𝐵
7
8(𝑥1)δ82] + · · ·+

+ [−𝐵0
8(𝑥1)δ18 +ω8𝐵

1
8(𝑥1)δ28 −ω2

8𝐵
2
8(𝑥1)δ38 + · · ·+ω7

8𝐵
7
8(𝑥1)δ88]

(25)
=

(25)
=

Δ00

8

7∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘
8(𝑥1) +

Δ00

8

7∑︁
𝑘=0

𝐵𝑘
8 (𝑥1) + · · ·+

+
Δ00

8

7∑︁
𝑘=0

𝐵𝑘
8 (𝑥1)

(19),(20)
=

Δ00

8
(𝐷8 + 7𝐸8). (37)

Таким образом, имеем

Δ211 = Δ00𝑒
(𝑎ω1−𝑏ω1)𝑠𝑥1

[︂
1 +

ω1𝐴7(𝑥1)

𝑠7
+

𝐷8 + 7𝐸8

𝑠8
+𝑂

(︂
1

𝑠9

)︂]︂
; (38)

для нахождения определителя Δ212 из (33)–(35) вычтем из первого столбца второй и
разложим по первому столбцу
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Δ212 = 𝑒𝑎ω2𝑠𝑥1𝑒𝑏ω2𝑠𝑥1(. . . )𝑒𝑏ω8𝑠𝑥1 ×

×

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1 ·
[︂
0 +

ω2𝐴7(𝑥1)

𝑠7
+

𝐴0
8(𝑥1)−𝐵0

8(𝑥1)

𝑠8
+ . . .

]︂
. . . 1 ·

[︂
1 +

𝐵0
8(𝑥1)

𝑠8
+ . . .

]︂
ω2

[︂
1 +

ω2𝐴7(𝑥1)

𝑠7
+

𝐴1
8(𝑥1)−𝐵1

8(𝑥1)

𝑠8
+ . . .

]︂
. . . ω8

[︂
1 +

𝐵1
8(𝑥1)

𝑠8
+ . . .

]︂
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ω7
1

[︂
0 +

ω2𝐴7(𝑥1)

𝑠7
+

𝐴7
8(𝑥1)−𝐵7

8(𝑥1)

𝑠8
+ . . .

]︂
. . . ω7

8

[︂
1 +

𝐵7
8(𝑥1)

𝑠8
+ . . .

]︂

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

(7),(24)
=

(7),(24)
= 𝑒(𝑎ω2−𝑏ω2)𝑠𝑥1

[︂
0 +

ω2𝐴7(𝑥1) · 0
𝑠7

+
Δ212,8

𝑠8
+𝑂

(︂
1

𝑠9

)︂]︂
, (39)

Δ212,8=(𝐴0
8(𝑥1)−𝐵0

8(𝑥1))δ11 −ω2(𝐴
1
8(𝑥1)−𝐵1

8(𝑥1))δ21 +ω
2
2(𝐴

2
8(𝑥1)−𝐵2

8(𝑥1))δ31 − · · ·−

−ω7
2(𝐴

7
8(𝑥1)−𝐵7

8(𝑥1))δ81
(25)
=

Δ00

8

7∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘
8(𝑥1)

(︂
ω2

ω1

)︂𝑘

− Δ00

8

7∑︁
𝑘=0

𝐵𝑘
8 (𝑥1)

(︂
ω2

ω1

)︂𝑘
(17),(18)
=

(17),(18)
=

Δ00

8

1

16𝑎8

[︂
(−7)𝑞1(0)

7∑︁
𝑚=0

ω𝑚
2 + 𝑞1(𝑥1)

7∑︁
𝑚=0

(7− 2𝑚)

(︂
ω2

ω1

)︂𝑚]︂
−

−Δ00

8

1

16𝑏8

[︂
(−7)𝑞2(𝑥1)

7∑︁
𝑚=0

ω𝑚
2 + 𝑞2(𝑥1)

7∑︁
𝑚=0

(7− 2𝑚)

(︂
ω2

ω1

)︂𝑚]︂
=

= −Δ00𝐻2

16
Δ̃︀𝑞(𝑥1), 𝐻2 = 1 + (1 +

√
2)𝑖, (40)

так как
∑︀7

𝑚=0ω
𝑚
2

(8)
= 0, где введено обозначение Δ̃︀𝑞(𝑥1) = 𝑞2(𝑥1+0)

𝑏8
− 𝑞1(𝑥1−0)

𝑎8
— так

называемый «обобщенный скачок» потенциала 𝑞(𝑥) в точке разрыва 𝑥1.
Аналогично определителю Δ212 из (39), (40) вычисляются определители Δ21𝑘 (𝑘 =

= 3, 4, . . . , 8) из (33)–(35): из первого столбца определителя вычитаем 𝑘-й столбец,
получившийся определитель раскладываем по первому столбцу, в результате получаем:

Δ21𝑘 = 𝑒(𝑎ω𝑘−𝑏ω1)𝑠𝑥1

[︂
0 +

ω𝑘𝐴7(𝑥1) · 0
𝑠7

+
Δ21𝑘,8

𝑠8
+𝑂

(︂
1

𝑠9

)︂]︂
, 𝑘 = 2, 3, . . . , 8, (41)

Δ21𝑘,8=
Δ00

8

7∑︁
𝑚=0

𝐴𝑚
8 (𝑥1)

(︂
ω𝑘

ω1

)︂𝑚

− Δ00

8

7∑︁
𝑚=0

𝐵𝑚
8 (𝑥1)

(︂
ω𝑘

ω1

)︂𝑚

= −Δ00𝐻𝑘

16
Δ̃︀𝑞(𝑥1),

𝑘 = 2, 3, . . . , 8; 𝐻𝑘 =
Δ00

8

7∑︁
𝑚=0

7− 2𝑚

8

(︂
ω𝑘

ω1

)︂𝑚

; (42)

𝐻2 = 1 + (1 +
√
2)𝑖; 𝐻3 = 1 + 𝑖; 𝐻4 = 1− (1−

√
2𝑖); 𝐻5 = 1;

𝐻6 = 1 + (1−
√
2)𝑖 = �̄�4; 𝐻7 = 1− 𝑖 = �̄�3; 𝐻8 = 1− (1 +

√
2)𝑖 = �̄�2;

𝐻10−𝑘 = �̄�𝑘, 𝑘 = 2, 3, . . . , 8. (43)
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Аналогично формулам (36)–(43) изучаются определители Δ2𝑚𝑘 (𝑚, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8)
из (33)–(35), в результате чего приходим к выводу, что справедливо следующее утвер-
ждение.
Теорема 2. Матрица определителей Δ2𝑚𝑘 (𝑚, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8) из (32)–(35), возника-
ющая при изучении условий «сопряжения» (3), обладает следующими свойствами:

Δ2𝑘𝑘 = Δ00𝑒
(𝑎ω𝑘−𝑏ω1)𝑠𝑥1

[︂
1 +

ω𝑘𝐴7(𝑥1)

𝑠7
+

𝐷8 + 7𝐸8

8𝑠8
+𝑂

(︂
1

𝑠9

)︂]︂
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8; (44)

Δ21𝑚 = Δ00𝑒
(𝑎ω𝑚−𝑏ω1)𝑠𝑥1

[︂
0 +

0

𝑠7
−
̃︀𝐻𝑚

16𝑠8
+𝑂

(︂
1

𝑠9

)︂]︂
, 𝑚 = 2, 3, . . . , 8; (45)

Δ221 = Δ00𝑒
(𝑎ω1−𝑏ω2)𝑠𝑥1

[︂
0 +

0

𝑠7
−

̃︀𝐻8

16𝑠8
+𝑂

(︂
1

𝑠9

)︂]︂
;

Δ22𝑚 = Δ00𝑒
(𝑎ω𝑚−𝑏ω2)𝑠𝑥1

[︂
0 +

0

𝑠7
−
̃︀𝐻𝑚−1

16𝑠8
+𝑂

(︂
1

𝑠9

)︂]︂
, 𝑚 = 3, 4, . . . , 8; (46)

Δ2𝑘𝑚 = Δ00𝑒
(𝑎ω𝑚−𝑏ω2)𝑠𝑥1

[︂
0 +

0

𝑠7
−
̃︀𝐻𝑚+1−𝑘

16𝑠8
+𝑂

(︂
1

𝑠9

)︂]︂
, 𝑘 ̸= 𝑚, 𝑘,𝑚 = 1, 2, . . . , 8;

̃︀𝐻𝑛±8 = ̃︀𝐻𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . , 8; ̃︀𝐻𝑛 = 𝐻𝑛Δ̃︀𝑞(𝑥1), (47)

величины 𝐻𝑛 (𝑛 = 2, 3, . . . , 8) определены формулой (43),

Δ̃︀𝑞(𝑥1) =
𝑞2(𝑥1 + 0)

𝑏8
− 𝑞1(𝑥1 − 0)

𝑎8
.

5. Изучение граничных условий (4)

Из первых семи граничных условий (4), применяя формулы (9)–(12) и (21), полу-
чаем

𝑦
(𝑚𝑝)
1 (0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚𝑝

(4)
= 0⇔

8∑︁
𝑘=1

𝐶1𝑘
𝑦
(𝑚𝑝)
1𝑘 (0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚𝑝
= 0⇔

⇔
8∑︁

𝑘=1

𝐶1𝑘ω
𝑚𝑝

𝑘

[︂
1 +

0

𝑠7
+

𝐴
𝑚𝑝

8 (0)

𝑠8
𝑂

(︂
1

𝑠9

)︂]︂
= 0, (48)

𝑝 = 1, 2, . . . , 7.

Из последнего из граничных условий (4) с помощью формул (10)–(14) и (32)–(34)
имеем

𝑦
(𝑛1)
2 (π, 𝑠)

(𝑏𝑠)𝑛1

(4)
= 0⇔

8∑︁
𝑘=1

𝐶2𝑘
𝑦
(𝑛1)
2𝑘 (π, 𝑠)

(𝑏𝑠)𝑛1
= 0⇔

⇔
8∑︁

𝑘=1

(︂ 8∑︁
𝑛=1

𝐶1𝑛Δ2𝑘𝑛

)︂
𝑦
(𝑛1)
2𝑘 (π, 𝑠)

(𝑏𝑠)𝑛1
= 0⇔

8∑︁
𝑘=1

𝐶1𝑘φ
𝑛1
1𝑘(π, 𝑠) = 0,

φ𝑛1
1𝑘(π, 𝑠) =

8∑︁
𝑛=1

Δ2𝑛𝑘
𝑦
(𝑛1)
2𝑘 (π, 𝑠)

(𝑏𝑠)𝑛1
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8. (49)
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Однородная система (48), (49) из восьми линейных уравнений с восемью неиз-
вестными 𝐶11, 𝐶12, . . . , 𝐶18 имеет ненулевые решения только в том случае, когда ее
определитель равен нулю. Поэтому справедливо следующее утверждение.
Теорема 3. Уравнение на собственные значения дифференциального оператора (1)–
(5) имеет следующий вид:

𝑓(𝑠) =
7∏︁

𝑘=1

(︂[︂
1 +

0

𝑠7
+

𝐴𝑚𝑘
8 (0)

𝑠8
+𝑂

(︂
1

𝑠9

)︂]︂)︂
×

×

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

𝑏11 = ω𝑚1
1 𝑏12 = ω𝑚1

2 . . . 𝑏17 = ω𝑚1
7 𝑏18 = ω𝑚1

8

𝑏21 = ω𝑚2
1 𝑏22 = ω𝑚2

2 . . . 𝑏27 = ω𝑚2
7 𝑏28 = ω𝑚2

8

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑏71 = ω𝑚7

1 𝑏72 = ω𝑚7
2 . . . 𝑏77 = ω𝑚7

7 𝑏78 = ω𝑚7
8

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑏81 = φ𝑛1

11(π, 𝑠) 𝑏82 = φ𝑛1
12(π, 𝑠) . . . 𝑏87 = φ𝑛1

17(π, 𝑠) 𝑏88 = φ𝑛1
18(π, 𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 0. (50)

Раскладывая определитель 𝑓(𝑠) из (50) по последней строчке, получаем:

𝑓(𝑠) = φ𝑛1
11(π, 𝑠)ψ81 − φ𝑛1

12(π, 𝑠)ψ82 + φ
𝑛1
13(π, 𝑠)ψ83 − · · ·+

+φ𝑛1
17(π, 𝑠)ψ87 − φ𝑛1

18(π, 𝑠)ψ88 = 0, (51)

ψ88 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
ω𝑚1

1 ω𝑚1
2 . . . ω𝑚1

7

ω𝑚2
1 ω𝑚2

2 . . . ω𝑚2
7

. . . . . . . . . . . . .
ω𝑚7

1 ω𝑚7
2 . . . ω𝑚7

7

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

(6)
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
1𝑚1 𝑧𝑚1 . . . 𝑧6𝑚1

1𝑚2 𝑧𝑚2 . . . 𝑧6𝑚2

. . . . . . . . . . . . .
1𝑚7 𝑧𝑚7 . . . 𝑧6𝑚7

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ =

= det Wandermound′s(𝑧ω1 , 𝑧ω2 , . . . , 𝑧ω7) =
∏︁
𝑘>𝑛

𝑘,𝑛=1,2,...,7

(𝑧𝑚𝑘 − 𝑧𝑚𝑛) ̸= 0. (52)

ψ81 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
ω𝑚1

2 ω𝑚1
3 . . . ω𝑚1

8

ω𝑚2
2 ω𝑚2

3 . . . ω𝑚2
8

. . . . . . . . . . . . .
ω𝑚7

2 ω𝑚7
3 . . . ω𝑚7

8

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

(6)
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑧𝑚1 𝑧2𝑚1 . . . 𝑧7𝑚1

𝑧𝑚2 𝑧2𝑚2 . . . 𝑧7𝑚2

. . . . . . . . . . . . .
𝑧𝑚7 𝑧2𝑚7 . . . 𝑧7𝑚7

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ = 𝑧𝑀7ψ88, 𝑀7 =

7∑︁
𝑘=1

𝑚7; (53)

ψ82 = 𝑧2𝑀7ψ88; ψ83 = 𝑧3𝑀7ψ88; . . . ;ψ8𝑘 = 𝑧𝑘𝑀7ψ88, 𝑘 = 1, 2, . . . , 8. (54)

Подставим формулы (52)–(54) в (51), поделим на 𝑧𝑀7ψ88 ̸= 0, получим

𝑓(𝑠) = φ𝑛1
11(π, 𝑠)− φ𝑛1

12(π, 𝑠)𝑧
𝑀7 + φ𝑛1

13(π, 𝑠)𝑧
2𝑀7 − · · · − φ𝑛1

18(π, 𝑠)𝑧
7𝑀7 = 0, (55)

где функции φ𝑛1
1𝑘(π, 𝑠) (𝑘 = 1, 2, . . . , 8) определены формулами (49), (44)–(47), (13)–(18).

Для нахождения корней уравнения (55) необходимо изучить индикаторную диа-
грамму этого уравнения, то есть выпуклую оболочку показателей экспонент, входящих
в это уравнение (см. [1, гл. 12]). Индикаторная диаграмма уравнения (55) представлена
на рисунке 1.

Из общей теории нахождения корней квазимногочленов вида (55) (см. [1, гл. 12])
следует, что для нахождения корней уравнения (55) в секторе 1) в этом уравнении необ-
ходимо оставить экспоненты с показателями ¯𝑀ω8 = 𝑀ω2 и ¯𝑀ω1 = 𝑀ω1 (остальные
экспоненты — бесконечно малые величины, их можно отбросить), в секторе 2) необходи-
мо оставить экспоненты с показателями ¯𝑀ω8 = 𝑀ω2 и ¯𝑀ω7 = 𝑀ω3, в секторе 3) —
экспоненты с показателями ¯𝑀ω7 = 𝑀ω3 и ¯𝑀ω6 = 𝑀ω4 и т. д.
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Рис. 1. Индикаторная диаграмма уравнения (55)

6. Асимптотика собственных значений дифференциального оператора (1)–(5)
в секторе 1) индикаторной диаграммы (рис. 1)

Из вышесказанного следует, что справедливо следующее утверждение.

Теорема 4. Уравнение на собственные значения дифференциального оператора (1)–
(5) в секторе 1) индикаторной диаграммы (56) имеет следующий вид:

ℎ1(𝑠) = φ𝑛1
11(π, 𝑠)− φ𝑛1

12(π, 𝑠)𝑧
𝑀7 = 0. (56)

Подставляя в уравнение (56) формулы (49), (13)–(18), (44)–(47), приведем его к
следующему виду:

ℎ1(𝑠) =

{︂
ω𝑛1

1 𝑒𝑀ω1𝑠

[︂
1 +

ω1ψ7

𝑠7
+
ψ𝑛1

8

𝑠8
+𝑂

(︂
1

𝑠9

)︂]︂
+

+ 𝑒(𝑎ω1−𝑏ω2)𝑠𝑥1ω𝑛1
2 𝑒𝑏ω2𝑠π

(−𝐻8)Δ̃︀𝑞(𝑥1)

16𝑠8

}︂
− 𝑧𝑀7

{︂
ω𝑛1

2 𝑒𝑀ω2𝑠

[︂
1 +

ω2ψ7

𝑠7
+
ψ𝑛1

8

𝑠8
+𝑂

(︂
1

𝑠9

)︂]︂
+

+ 𝑒(𝑎ω2−𝑏ω1)𝑠𝑥1ω𝑛1
1 𝑒𝑏ω1𝑠π

(−𝐻2)Δ̃︀𝑞(𝑥1)

16𝑠8

}︂
= 0;

ψ7 = 𝐴7(𝑥1) +𝐵7(π); ψ
𝑛1
8 =

𝐷8 + 7𝐸8

8
+𝐵𝑛1

8 (π); 𝐻2 = 1(1 +
√
2)𝑖; 𝐻8 = �̄�2. (57)
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Поделив в уравнении (57) на ω𝑛1
1 𝑒𝑀ω2𝑠 ̸= 0, перепишем его в более удобном виде:

ℎ1(𝑠) = 𝑒𝑀(ω1−ω2)𝑠

[︂
1 +

ω1ψ7

𝑠7
+
ψ𝑛1

8

𝑠8
+𝑂

(︂
1

𝑠9

)︂]︂
−

− 𝑧𝑀7
ω𝑛1

2

ω𝑛1
1

[︂
1 +

ω2ψ7

𝑠7
+
ψ𝑛1

8

𝑠8
+𝑂

(︂
1

𝑠9

)︂]︂
+

+
Δ̃︀𝑞(𝑥1)

16𝑠8

[︂
ω𝑛1

2

ω𝑛1
1

𝑒(𝑎ω1−𝑏ω2)𝑠𝑥1𝑒𝑏ω2𝑠π𝑒−𝐻ω2𝑠(−𝐻8)−

− 𝑧𝑀7𝑒(𝑎ω2−𝑏ω1)𝑠𝑥1𝑒𝑏ω1𝑠π𝑒−𝑀ω2𝑠(−𝐻2)

]︂
+𝑂

(︂
1

𝑠9

)︂
= 0. (58)

Основное приближение уравнения (58) имеет вид (ω1 = 1,ω2 = 𝑧 = 𝑒
2π𝑖
8 )

𝑒𝑀(ω1−ω4)𝑠 = 𝑧𝑀7
ω𝑛1

2

ω𝑛1
1

= 𝑒
2π𝑖𝑀7

8 𝑒
2π𝑖𝑛1

8 𝑒2π𝑖𝑘⇔𝑠𝑘,1,осн =
2π𝑖̃︀𝑘

𝑀(ω1 −ω2)
, (59)

̃︀𝑘 = 𝑘 +
𝑀7 + 𝑛1

8
, 𝑘 ∈ N.

Теорема 5. Асимптотика собственных значений дифференциального оператора (1)–
(5) в секторе 1) имеет следующий вид:

𝑠𝑘,1 =
2π𝑖

𝑀(ω1 −ω2)

[︂̃︀𝑘 +
𝑑7𝑘,1̃︀𝑘7

+
𝑑8𝑘,1̃︀𝑘8

+𝑂

(︂
1̃︀𝑘9

)︂]︂
, ̃︀𝑘 = 𝑘 +

𝑀7 + 𝑛1

8
, 𝑘 ∈ N. (60)

Доказательство. Применяя формулы Тейлора, имеем

𝑒𝑀(ω1−ω2)𝑠
⃒⃒
𝑠𝑘,1

(60)
= exp

[︂
𝑀(ω1 −ω2)𝑠

2π𝑖

𝑀(ω1 −ω2)𝑠

(︂̃︀𝑘 +
𝑑7𝑘,1̃︀𝑘7

+ . . .

)︂]︂
=

= 𝑧𝑀7𝑧𝑛1

[︂
1 +

2π𝑖𝑑7𝑘,1̃︀𝑘7
+

2π𝑖𝑑8𝑘,1̃︀𝑘8
+𝑂

(︂
1̃︀𝑘9

)︂]︂
, (61)

1

𝑠7

⃒⃒⃒⃒
𝑠𝑘,1

=
𝑀7(ω1 −ω2)

7

(2π𝑖)7̃︀𝑘7

(︂
1− 𝑑7𝑘,1̃︀𝑘8

+𝑂

(︂
1

𝑘8

)︂)︂
. (62)

Подставляя формулы (60)–(62) в уравнение (58), учитывая формулу (59), получаем

𝑧𝑀7𝑧𝑛1

[︂
1 +

2π𝑖𝑑7𝑘,1̃︀𝑘7
+

2π𝑖𝑑8𝑘,1̃︀𝑘8
+𝑂

(︂
1̃︀𝑘9

)︂]︂
×

×
[︂
1 +

ω1ψ7𝑀
7(ω1 −ω2)

7

27π7𝑖7̃︀𝑘7

(︂
1 +𝑂

(︂
1̃︀𝑘8

)︂)︂
+
ψ𝑛1

8 𝑀8(ω1 −ω2)
8

28π8𝑖8̃︀𝑘8
+𝑂

(︂
1̃︀𝑘9

)︂]︂
−

−𝑧𝑀7𝑧𝑛1

[︂
1 +

ω2ψ7𝑀
7(ω1 −ω2)

7

27π7𝑖7̃︀𝑘7
+
ψ𝑛1

8 𝑀8(ω1 −ω2)
8

28π8𝑖8̃︀𝑘8
+𝑂

(︂
1̃︀𝑘9

)︂]︂
−

− 𝑀8(ω1 −ω2)
8Δ̃︀𝑞(𝑥1)𝑧

𝑀7𝑧𝑛1

16 · 28π8𝑖8̃︀𝑘8

[︂
1

𝑧𝑀7𝑧𝑁1
𝑧𝑁1𝐻8𝑒

(𝑎ω1−𝑏ω2)𝑠𝑥1𝑒𝑏ω2𝑠π𝑒−𝑀ω2𝑠
⃒⃒
𝑠𝑘,1,осн

−

− 𝑧𝑀7

𝑧𝑀7𝑧𝑛1
𝐻2𝑒

(𝑎ω2−𝑏ω1)𝑠𝑥1𝑒𝑏ω1𝑠π𝑒−𝑀ω2𝑠
⃒⃒
𝑠𝑘,1,осн

]︂
+𝑂

(︂
1̃︀𝑘9

)︂
= 0. (63)
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Поделив на 𝑧𝑀7𝑧𝑛1 ̸= 0, приравняем в (63) коэффициенты при одинаковых степе-
нях ̃︀𝑘. При ̃︀𝑘0 имеем: 1 − 1 = 0— верно, что символизирует о правильности выбора
асимптотической формулы (60). Приравняв в (63) коэффициенты при ̃︀𝑘−7, находим

𝑑7𝑘,1 = −𝑀7(ω1 −ω2)
8ψ7

28π8
(57)
= −𝑀7(ω1 −ω2)

8

28π8
[𝐴7(𝑥1) +𝐵7(π)]

(15),(16)
=

(15),(16)
= −

𝑀7 sin8(π
8
)

8π8

[︂
1

𝑎7

∫︁ 𝑥1

0

𝑞1(𝑡)𝑑𝑡+
1

𝑏7

∫︁ π

𝑥1

𝑞2(𝑡)𝑑𝑡

]︂
, (64)

𝑘 ∈ N, 𝑀 = 𝑎𝑥1 + 𝑏(π− 𝑥1).

Приравняв в (63) коэффициенты при ̃︀𝑘−8, выводим

𝑑8𝑘,1 =
𝑀8(ω1 −ω2)

8

(−2π𝑖)28π8𝑖8
+

𝑀8 sin8(π
8
)Δ̃︀𝑞(𝑥1)

(−2π𝑖)16π8
[𝐻8𝑧

−𝑀7𝑒𝑎(ω1−ω2)𝑠𝑥1
⃒⃒
𝑠𝑘,1,осн

−

− �̄�8𝑧
−𝑛1𝑒𝑏(π−𝑥1)(ω1−ω2)𝑠

⃒⃒
𝑠𝑘,1,осн

], 𝑘 ∈ N. (65)

Из формулы (57) имеем

𝐻8 = 1− (1 +
√
2)𝑖 =

√︁
4 + 2

√
2

[︂
1√︀

4 + 2
√
2
− 1 +

√
2√︀

4 + 2
√
2
𝑖

]︂
=

√︁
4 + 2

√
2𝑒−𝑖ϕ1 ,

ϕ1 = arccos

(︂
1√︀

4 + 2
√
2

)︂
= arcsin

(︂
1 +

√
2√︀

4 + 2
√
2

)︂
. (66)

Подставляя формулу (66) в (65) и сделав необходимые преобразования, находим

𝑑8𝑘,1 =
(−1)𝑘+1

√︀
4 + 2

√
2𝑀8 sin8(π

8
)Δ̃︀𝑞(𝑥1)

16π9
×

× sin

[︂
π𝑎𝑥1

̃︀𝑘
𝑀

− π𝑏(π− 𝑥1)̃︀𝑘
𝑀

+
π𝑛1

8
− π𝑀7

8
− ϕ1

]︂
, 𝑘 ∈ N, (67)

значение угла ϕ1 приведено в (66), 𝑀 = 𝑎𝑥1 + 𝑏(π − 𝑥1), 𝑀7 =
∑︀7

𝑘=1 𝑚𝑘, значение
Δ̃︀𝑞(𝑥1) определено в (47).

Формулы (64), (67) показывают, что все коэффициенты асимптотической формулы
(60) находятся единственным образом, мы привели явные формулы для их вычисления,
поэтому теорема 5 полностью доказана.

7. Вычисление первого регуляризованного следа
дифференциального оператора (1)–(5)

Рассматривая аналогичным образом сектора 2), 3). . . 8) индикаторной диаграммы
(рис. 1), докажем следующую теорему.
Теорема 6. Асимптотика собственных значений дифференциального оператора (1)–
(5) в секторах 2), 3). . . 8) подчиняется следующему закону:

1)

𝑠𝑘,2 = 𝑠𝑘,1𝑒
− 2π𝑖

8 ; 𝑠𝑘,3 = 𝑠𝑘,2𝑒
− 2π𝑖

8 = 𝑠𝑘,1𝑒
− 4π𝑖

8 ; . . . ;
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𝑠𝑘,𝑚 = 𝑠𝑘,𝑚−1𝑒
− 2π𝑖

8 = 𝑠𝑘,1𝑒
− 2π𝑖(𝑚−1)

8 , (68)

𝑚 = 1, 2, . . . , 8; 𝑘 ∈ N.

2) При этом

λ𝑘,1 = 𝑠8𝑘,1; λ𝑘,2 = 𝑠8𝑘,2 = λ𝑘,1; . . . ; λ𝑘,𝑚 = 𝑠8𝑘,𝑚 = λ𝑘,1, (69)

𝑚 = 1, 2, . . . , 8; 𝑘 ∈ N.

Из формул (60), (68), (69) имеем

𝑠8𝑘,1 = λ𝑘,1 = 𝑠8𝑘,𝑚 = λ𝑘,𝑚 = − π8

𝑀8 sin8(π
8
)

[︂̃︀𝑘 + 8𝑑7𝑘,1 +
8𝑑8𝑘,1̃︀𝑘 +𝑂

(︂
1̃︀𝑘2

)︂]︂
,

поэтому ряды

∞∑︁
𝑘=1

[︂
𝑠8𝑘,1 +

π8̃︀𝑘8

𝑀8 sin8(π
8
)
+

8π8𝑑7𝑘,1
𝑀8 sin8(π

8
)
+

8π8𝑑8𝑘,1

𝑀8 sin8(π
8
)̃︀𝑘
]︂
= 𝑂

(︂
1̃︀𝑘2

)︂
,

∞∑︁
𝑘=1

[︂
𝑠8𝑘,𝑚 +

π8̃︀𝑘8

𝑀8 sin8(π
8
)
+

8π8𝑑7𝑘,𝑚
𝑀8 sin8(π

8
)
+

8π8𝑑8𝑘,𝑚

𝑀8 sin8(π
8
)̃︀𝑘
]︂
= 𝑂

(︂
1̃︀𝑘2

)︂
−

сходятся (𝑚 = 1, 2, . . . , 8; 𝑑7𝑘,𝑚 = 𝑑7𝑘,1; 𝑑8𝑘,𝑚 = 𝑑8𝑘,1), и наша цель — найти их
сумму, то есть вычислить первый регуляризованный след оператора (1)–(5). Действуя
аналогично монографии [14, гл. 5], приходим к выводу о справедливости следующего
утверждения.
Теорема 7. Формула первого регуляризованного следа оператора (1)–(5) имеет сле-
дующий вид:

∞∑︁
𝑘=1

[︂
𝑠8𝑘,1 +

π8̃︀𝑘8

𝑀8 sin8(π
8
)
+

8π8𝑑7𝑘,1
𝑀8 sin8(π

8
)
+

8π8𝑑8𝑘,1

𝑀8 sin8(π
8
)̃︀𝑘
]︂
= ω

(1)
9,1 − φ

(1)
9,1(−8), (70)

𝑀 = 𝑎𝑥1 + 𝑏(π− 𝑥1), ̃︀𝑘 = 𝑘 +
𝑀7 + 𝑛1

8
,

где φ(1)
9,1(−8) — аналитическое продолжение в точку δ = −8 функции φ

(1)
9,1(δ) =

=
∑︀∞

𝑘=1(
∑︀τ

𝑛=0
𝑄𝑘(δ)
𝑘𝑛+δ ); ω

(1)
9,1 — коэффициенты при 𝑠−9 разложения в ряд Тейлора функ-

ции
̃︀ℎ′
1(𝑠)̃︀ℎ1(𝑠)

, где ̃︀ℎ1(𝑠) = ℎ1(𝑠)𝑔1(𝑠)
Δ02,2(𝑠)̸=0

и ℎ1(𝑠) — функция из (58); Δ02,2(𝑠) — определитель

Вронского из (29); 𝑔1(𝑠) =
∏︀7

𝑘=1([1+
0
𝑠7
+

𝐴
𝑚𝑘
8 (0)

𝑠8
+𝑂( 1

𝑠9
)] из (50); 𝑔1(𝑠) = 1+ 𝐺18

𝑠8
+𝑂( 1

𝑠9
);

𝐺18 =
∑︀7

𝑘=1𝐴
𝑚𝑘
8 (0).

Так как ̃︀𝑘8 = (𝑘 + 𝑘0)
8, 𝑘0 = 𝑀7+𝑛1

8
, ̃︀𝑘8 =

∑︀8
𝑛=0 𝐶

𝑛
8 𝑘

8−𝑛𝑘𝑛
0 , то из определения

функции φ(1)
9,1(δ) имеем

φ
(1)
9,1(−8) =

π8

𝑀8 sin8(π
8
)

8∑︁
𝑛=0

𝐶𝑛
8 𝑘

8−𝑛𝑘𝑛
0 ζ(8− 𝑛) +

8π8𝑑7𝑘,1
𝑀8 sin8(π

8
)
ζ(0) =

=
π8

𝑀8 sin8(π
8
)
𝑘8
0ζ(0) +

8π8𝑑7𝑘,1
𝑀8 sin8(π

8
)
ζ(0), (71)
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поскольку ζ(−8) = ζ(−7) = · · · = ζ(−1) = 0, ζ(0) = −1
2
.

Так как ̃︀ℎ1(𝑠) =
̃︀ℎ1(𝑠)𝑔1(𝑠)
Δ02,2(𝑠)

, то
̃︀ℎ′
1(𝑠)

ℎ1(𝑠)
=

ℎ′
1(𝑠)

ℎ1(𝑠)
+

𝑔′1(𝑠)

𝑔1(𝑠)
− Δ′

02,2(𝑠)

Δ02,2(𝑠)
, поэтому

ω
(1)
9,1,1 = ω

(1)
9,1,1 +ω

(1)
9,1,2 −ω

(1)
9,1,3, (72)

где ω(1)
9,1,1, ω

(1)
9,1,2, ω

(1)
9,1,3 — коэффициенты при 𝑠−9 разложений ℎ′

1(𝑠)

ℎ1(𝑠)
, 𝑔′1(𝑠)

𝑔1(𝑠)
,

Δ′
02,2(𝑠)

Δ02,2(𝑠)
соот-

ветственно.
Так как 𝑔1(𝑠) = 1+ 𝐺18

𝑠8
+𝑂( 1

𝑠9
), то 𝑔′1(𝑠)

𝑔1(𝑠)
= [−8𝐺18

𝑠9
+𝑂( 1

𝑠10
)][1− 𝐺18

𝑠8
+𝑂( 1

𝑠9
)], значит,

ω
(1)
9,1,2 = −8𝐺18, 𝐺18 =

∑︀7
𝑘=1𝐴

𝑚𝑘
8 (0).

Из формулы (29) получаем ω(1)
9,1,3 = −8𝐸8.

Из формулы (58) выводим ω(1)
9,1,1 = −8ψ𝑛1

8 , поэтому формула (72) принимает вид

ω
(1)
9,1 = (−8)[ψ𝑛1

8 +𝐺18 − 𝐸8] = (−8)

[︂
𝐷8 + 7𝐸8

8
+𝐵𝑛1

8 (π) +
7∑︁

𝑘=1

𝐴𝑚𝑘
8 (0)− 𝐸8

]︂
,

откуда, применяя формулы (17)–(20), находим

ω
(1)
9,1 =

𝑀7𝑞1(0)

𝑎8
+

𝑛1𝑞2(π)

𝑏8
+

7𝑞1(0)

2𝑎8
− 7𝑞2(π)

2𝑏8
. (73)

Подставляя формулы (71), (73) в формулу (70), приходим к справедливости следу-
ющего утверждения.

Теорема 8. Первый регуляризованный след дифференциального оператора (1)–(5) вы-
числяется по следующей формуле:

8∑︁
𝑘=1

[︂
λ𝑘,1 +

π8̃︀𝑘8

𝑀8 sin8(π
8
)
+

8π8𝑑7𝑘,1
𝑀8 sin8(π

8
)

]︂
=

=
𝑀7𝑞1(0)

𝑎8
+

𝑛1𝑞2(π)

𝑏8
+

7𝑞1(0)

2𝑎8
− 7𝑞2(π)

2𝑏8
− π8ζ(0)

𝑀8 sin8(π
8
)
[𝑘8

0 + 8𝑑7𝑘,1]−

− 8π8

𝑀8 sin8(π
8
)

√︁
4 + 2

√
2𝑀8 sin8

(︂
π

8

)︂
Δ̃︀𝑞(𝑥1)

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘+1 sin(𝑇1
̃︀𝑘 + 𝑇2)̃︀𝑘 ,

𝑇1 =
π𝑎𝑥1 − π𝑏(π− 𝑥1)

𝑀
, 𝑇2 =

π(𝑛1 −𝑀7)

8
,

𝑀 = 𝑎𝑥1 + 𝑏(π− 𝑥1), ̃︀𝑘 = 𝑘 +
𝑀7 + 𝑛1

8
, 𝑀7 =

7∑︁
𝑘=1

𝑚𝑘, (74)

ряд
∑︀∞

𝑘=1(−1)𝑘+1 sin(𝑇1
̃︀𝑘+𝑇2)̃︀𝑘 представляет собой сходящийся тригонометрический ряд

Фурье.
Для вычисления второго регуляризованного следа необходимо уточнять асимпто-

тические формулы (11)–(18) (выписывать их с точностью 𝑂( 1
𝑠16

)), задача теоретически
решаемая, практически, судя по всему, нет.
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Abstract. The author study the spectral properties of an eighth-order
differential operator with a piecewise-smooth potential and a discontinuous
weight function. For large values of the spectral parameter, the asymptotics
of solutions of differential equations defining the operator under study is studied.
With the help of the obtained asymptotics, the conditions of “conjugation” at
the point of discontinuity of the coefficients, the necessity of which follows
from physical considerations, are studied. The separated boundary conditions
that define the operator are studied. An indicator diagram of an equation whose
roots are the eigenvalues of the operator is investigated. The asymptotics of the
eigenvalues of the differential operator under study is found. Using the Lidskyi —
Sadovnichyi method, the first regularized trace of the differential operator is
calculated.

Key words: differential operator, spectral parameter, separated boundary
conditions, indicator diagram, asymptotics of eigenvalues, regularized trace of
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