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Аннотация. В настоящей работе представлен один подход построения
непрерывно дифференцируемых кусочно-квадратичных функций на треуголь-
ной сетке, основанный на сглаживании кусочно-линейной функции в окрест-
ности ребер и узлов триангуляции. Разработанный метод не требует решения
систем линейных алгебраических уравнений как при построении сплайнов.
Данное обстоятельство позволило применить этот класс функций для при-
ближенного решения краевых задач уравнения 4-го порядка.

Ключевые слова: бигармонические функции, треугольная сетка,
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МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА

Введение

Мы рассматриваем функционал вида

𝐼(𝑢) =

∫︁∫︁
Ω

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑢𝑥𝑢𝑦, 𝑢𝑥𝑥, 𝑢𝑥𝑦, 𝑢𝑦𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦, (1)

который определен для функций 𝑢 ∈ 𝐶2(Ω), а функция 𝐺 имеет все непрерывные
частные производные до третьего порядка включительно по всем своим переменным.

Для функционала 𝐼(𝑢) можно записать соответствующее уравнение Эйлера —
Пуассона вариационной задачи

𝑄[𝑢] ≡ 𝜕2

𝜕𝑥2
𝐺𝑢𝑥𝑥 +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
𝐺𝑢𝑥𝑦 +

𝜕2

𝜕𝑦2
𝐺𝑢𝑦𝑦 −

𝜕

𝜕𝑥
𝐺𝑢𝑥 −

𝜕

𝜕𝑦
𝐺𝑢𝑦 +𝐺𝑢 = 0. (2)

Отметим, что частным случаем уравнения (2) является бигармоническое уравнение

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
+ 2

𝜕4𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+

𝜕4𝑢

𝜕𝑦4
= 0,

которому соответствуют функции 𝐺 = 𝑢2
𝑥𝑥 + 2𝑢2

𝑥𝑦 + 𝑢2
𝑦𝑦 и 𝐺 = (𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦)

2. В качестве
еще одного примера приведем функционал полной свободной энергии деформированной
пластинки (см. [10, гл. II]), играющий важную роль в теории упругости,

∫︁∫︁
Ω

{︃(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2

)︂2

+ 2(1− σ)
(︃(︂

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦

)︂2

− 𝜕2𝑢

𝜕𝑥2

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2

)︃}︃
𝑑𝑥𝑑𝑦.

Численному решению уравнений 4-го порядка, в том числе и бигармоническому урав-
нению, посвящено огромное количество работ как в отечественных, так и зарубежных
журналах (см., например, [1–6; 11–17].

В перечисленных работах главным образом используется метод разностных от-
ношений из-за достаточно простых формул аппроксимации производных 4-го порядка.
Однако для нелинейных уравнений более предпочтительным является метод конечных
элементов с применением вариационных принципов. В этом случае приходится осу-
ществлять построение полигональной сетки. В работах [7; 8] были исследованы вопро-
сы аппроксимации функционала (1) в треугольных сетках и сходимость вариационного
метода решения краевой задачи уравнения (2). Однако при численном решении появ-
ляются сложности, связанные с построением непрерывно-дифференцируемых кусочно
полиномиальных функций на триангуляциях. В частности, для их построения требуется
решать большие системы уравнений на каждом шаге вариационного метода. При попыт-
ке обойтись только непрерывными кусочно полиномиальными функциями мы получали
отрицательный результат (обнаруживалась расходимость приближенных решений) [9].
В настоящей работе мы обходим возникающие трудности — указываем способ постро-
ения кусочно-полиномиальных функций, имеющих непрервные частные производные. С
помощью такого класса функций нами получены формулы для аппроксимации функци-
онала (1) и проведена проверка метода на примере бигармонического уравнения.
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1. Построение кусочно-полиномиальной функции

Пусть задана многоугольная ограниченная область Ω ⊂ R2. Рассмотрим произ-
вольное разбиение этого многоугольника на невырожденные треугольники 𝑇1, 𝑇2, . . .
𝑇𝑁 и пусть 𝑀1, 𝑀2, . . . 𝑀𝑝 — все вершины этих треугольников. Будем предполагать,
что этот набор треугольников образует триангуляцию области Ω. Через Γ𝑙 обозначим
стороны всех треугольников, 𝑙 = 1, 2, . . . 𝐿, а максимальный диаметр всех треугольников
обозначим через ℎ, то есть

ℎ = max
1≤𝑘≤𝑁

diam𝑇𝑘.

Предположим, что в каждом узле 𝑀𝑖 задано произвольно значение 𝑢𝑖. Для каждого
треугольника 𝑇𝑘 обозначим через 𝑀𝑖𝑘1

, 𝑀𝑖𝑘2
, 𝑀𝑖𝑘3

его вершины. Тогда можно определить
линейную функцию 𝐿𝑘(𝑥, 𝑦) такую, что 𝐿𝑘(𝑀𝑖𝑘𝑠

) = 𝑢𝑖𝑘𝑠
, 𝑠 = 1, 2, 3. В итоге получим

кусочно-линейную функцию 𝐿(𝑥, 𝑦), которая в каждом треугольнике 𝑇𝑘 совпадает с
функцией 𝐿𝑘(𝑥, 𝑦). Помимо нее аналогично строится кусочно-квадратичная функция
𝑄(𝑥, 𝑦), если к вершинам треугольника добавить еще середины его сторон. Однако
функция 𝑄(𝑥, 𝑦) не является непрерывно дифференцируемой, что означает недопусти-
мость использования ее при минимизации функционала (1). Для случая обыкновенных
дифференциальных уравнений подобная проблема была подробно описана в работе [7].
Там же был предложен способ построения класса допустимых функций вариационной
задачи, основанный на сглаживании кусоно-линейных функций. В настоящей статье мы
данный подход распространяем на двумерный случай.

Опишем способ сглаживания кусочно-линейной функции 𝐿(𝑥, 𝑦). Выберем доста-
точно малые ε > 0 и δ > 0. Для каждого ребра Γ𝑙, выходящего из внутренней вершины
𝑀𝑖, построим прямоугольник 𝑅𝑙, средняя линия которого проходит по ребру Γ𝑙 и центр
которого совпадает с серединой ребра Γ𝑙. При этом ширина прямоугольника равна 2δ,
а длина |Γ𝑙| − 2ε. Выбор величин ε и δ позволяет получить такое расположение прямо-
угольников 𝑅𝑙, чтобы они не пересекались друг с другом. Затем соединим ближайшие
к 𝑀𝑖 вершины таких прямоугольников так, чтобы получился выпуклый многоугольник
𝑆𝑖, содержащий точку 𝑀𝑖 (см. рис. 1). В каждом прямоугольнике построим квадратич-
ную функцию 𝑢 следующим образом. Рассмотрим ортонормированный базис �⃗�1, �⃗�2, где
вектор �⃗�1 направлен вдоль ребра Γ𝑙 от точки 𝑀𝑖, а �⃗�2 — ему ортогональный. Пусть
(𝑡, 𝑠) — координаты в этом базисе и (0, 0) соответствует центру прямоугольника 𝑅𝑙.
Положим 𝑢(𝑡, 𝑠) = 𝑎𝑙𝑡 + 𝑏𝑙(𝑠), где 𝑎 = ⟨∇𝐿𝑘, �⃗�1⟩ и 𝐿𝑘 линейная функция для одного из
треугольников, примыкающих к ребру Γ𝑙.

Функция 𝑏𝑙(𝑠) = β𝑙,2𝑠
2 + β𝑙,1𝑠 + β𝑙,0 определена на отрезке [−δ, δ]. При этом 𝑏′𝑙(δ)

и 𝑏′𝑙(−δ) совпадают со значениями 𝜕𝐿𝑘

𝜕�⃗�2
в треугольниках с одной и другой стороны от

ребра Γ𝑙. Также совпадают 𝑏𝑙(δ) и 𝑏𝑙(−δ) в соответствующих точках со значениями
функций 𝐿𝑘 для треугольников, имеющих ребро Γ𝑙. В многоугольнике 𝑆𝑖 сглаживание
строится в полярных координатах с полюсом в точке 𝑀𝑖 таким образом, что для каждо-
го фиксированного полярного угла сглаживающая функция есть многочлен 3-ей степени
от координаты 𝑟 (расстояние до точки 𝑀𝑖). В итоге получим кусочно-полиномиальную
функцию 𝑈 , имеющую непрерывные производные 1-го порядка. Нужно отметить, что
вторые производные этой функции равны нулю вне многоугольников 𝑆𝑖 и прямоуголь-
ников 𝑅𝑙.
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Рис. 1. Построение сглаживающей функции

2. Вывод формулы вычисления функционала

Выпишем функционал, который будем минимизировать для поиска решений крае-
вых задач. Ясно, что вычисление интеграла (2) можно разбить на следующие части —
вычисляются интегралы по многоугольникам 𝑆𝑖, по прямоугольникам 𝑅𝑙 и по много-
угольникам вида

𝑃𝑘 = 𝑇𝑘 ∖
(︃⋃︁

𝑖

𝑆𝑖

)︃
∪
(︃⋃︁

𝑙

𝑅𝑙

)︃
.

Для простоты изложения дальнейшие рассуждения будем проводить для случая, когда
𝐺 = 𝑢2

𝑥𝑥 + 2𝑢2
𝑥𝑦 + 𝑢2

𝑦𝑦. Тогда, так как вторые производные функций 𝐿𝑘 в треугольниках
𝑇𝑘 равны нулю, то интегралов по множествам 𝑃𝑘 не будет. Таким образом,∫︁∫︁

Ω

(︀
𝑈2
𝑥𝑥 + 2𝑈2

𝑥𝑦 + 𝑈2
𝑦𝑦

)︀
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∑︁
𝑙

∫︁∫︁
𝑅𝑙

(︀
𝑈2
𝑥𝑥 + 2𝑈2

𝑥𝑦 + 𝑈2
𝑦𝑦

)︀
𝑑𝑥𝑑𝑦+

+
∑︁
𝑖

∫︁∫︁
𝑆𝑖

(︀
𝑈2
𝑥𝑥 + 2𝑈2

𝑥𝑦 + 𝑈2
𝑦𝑦

)︀
𝑑𝑥𝑑𝑦.

Отметим, что выражение 𝑈2
𝑥𝑥+2𝑈2

𝑥𝑦 +𝑈2
𝑦𝑦 инвариантно при ортогональной замене пере-

менных. Следовательно, в каждом прямоугольнике оно равно в точности 4β2
𝑙,2. Отсюда

получаем ∑︁
𝑙

∫︁∫︁
𝑅𝑙

(︀
𝑈2
𝑥𝑥 + 2𝑈2

𝑥𝑦 + 𝑈2
𝑦𝑦

)︀
𝑑𝑥𝑑𝑦 = 4

∑︁
𝑙

β2
𝑙,2|𝑅𝑙|,

где |𝑅𝑙| — площадь прямоугольника 𝑅𝑙. В работе [7] была получена формула для вы-
числения коэффициентов β𝑙,2. В нашем случае она выглядит так

β𝑙,2 =
1

4δ
⟨∇𝐿′ −∇𝐿′′, �⃗�1⟩,

8 А.А. Клячин, И.Ю. Веревкин. Построение 𝐶1-гладких кусочно-квадратичных функций
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где 𝐿′, 𝐿′′ — сужение функции 𝐿 на два соседних треугольника с ребром Γ𝑙. В итоге
приходим к равенству∑︁

𝑙

∫︁∫︁
𝑅𝑙

(︀
𝑈2
𝑥𝑥 + 2𝑈2

𝑥𝑦 + 𝑈2
𝑦𝑦

)︀
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

1

4δ2

∑︁
𝑙

(⟨∇𝐿′ −∇𝐿′′, �⃗�𝑙1⟩)2|𝑅𝑙|.

Рассмотрим теперь области 𝑆𝑖. По построению функция 𝑈(𝑥, 𝑦) непрерывно дифферен-
цируема в Ω и бесконечно дифференцируема в каждом многоугольнике 𝑆𝑖. Рассмотрим
функцию

𝐵𝑖(𝑥, 𝑦) = 𝑈2
𝑥𝑥 + 2𝑈2

𝑥𝑦 + 𝑈2
𝑦𝑦, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆𝑖.

Обозначим через �̃�𝑖 кусочно-линейное приближение функции 𝐵𝑖, построенное по зна-
чениям этой функции в точке 𝑀𝑖 и вершинах многоугольника 𝑆𝑖. Тогда∑︁

𝑖

∫︁∫︁
𝑆𝑖

(︀
𝑈2
𝑥𝑥 + 2𝑈2

𝑥𝑦 + 𝑈2
𝑦𝑦

)︀
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

1

3

∑︁
𝑖

𝑑𝑖∑︁
𝑗

(︁
𝑑𝑖�̃�𝑖(𝑀𝑖) + 2�̃�𝑖(𝑀

𝑗
𝑖 )
)︁
|𝑆𝑗

𝑖 |+ 𝑜(ℎ2), ℎ → 0,

где 𝑑𝑖 — число вершин 𝑀 𝑗
𝑖 , 𝑗 = 1, 2, . . . 𝑑𝑗 многоугольника 𝑆𝑖 и 𝑆𝑗

𝑖 , 𝑗 = 1, 2, . . . 𝑑𝑗 —
треугольники разбиения многоугольника 𝑆𝑖. Итак, окончательно приходим к равенству∫︁∫︁

Ω

(︀
𝑈2
𝑥𝑥 + 2𝑈2

𝑥𝑦 + 𝑈2
𝑦𝑦

)︀
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

1

4δ2

∑︁
𝑙

(⟨∇𝐿′ −∇𝐿′′, �⃗�𝑙1⟩)2|𝑅𝑙|+

+
1

3

∑︁
𝑖

𝑑𝑖∑︁
𝑗

(︁
𝑑𝑖�̃�𝑖(𝑀𝑖) + 2�̃�𝑖(𝑀

𝑗
𝑖 )
)︁
|𝑆𝑗

𝑖 |+ 𝑜(ℎ2), ℎ → 0.

Отбрасывая бесконечно малую величину в правой части этого равенства, мы получаем
функционал

𝐼(𝑈) =
1

4δ2

∑︁
𝑙

(⟨∇𝐿′ −∇𝐿′′, �⃗�𝑙1⟩)2|𝑅𝑙|+
1

3

∑︁
𝑖

𝑑𝑖∑︁
𝑗

(︁
𝑑𝑖�̃�𝑖(𝑀𝑖) + 2�̃�𝑖(𝑀

𝑗
𝑖 )
)︁
|𝑆𝑗

𝑖 |, (3)

который будем применять для решения краевой задачи вариационным методом.

3. Описание алгоритма минимизации функционала

Для минимизации функционала (3), как функции значений в точках 𝑀𝑖, мы будем
использовать метод градиентного спуска. Нужно отметить, что при изменении значения
функции 𝑈 в точке 𝑀𝑖 поменяются и ее значения в вершинах треугольников, которые
имеют точку 𝑀𝑖 в качестве своей вершины. Также изменятся значения и в вершинах
треугольников, которые имеют общие стороны с этими треугольниками. В остальных
треугольниках изменений не будет.

В первую очередь нам нужно определиться с тем, какие структуры данных нам
понадобятся. Например, для вычисления изменения выражения

⟨∇𝐿′ −∇𝐿′′, �⃗�𝑙1⟩

нам, очевидно, нужно знать, какие треугольники примыкают друг к другу по стороне
Γ𝑙. Поэтому, перед самой процедурой минимизации функционала мы создали следующие
массивы данных, позволяющие:
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� по номеру 𝑖 получить список треугольников, которые точку 𝑀𝑖 имеют в качестве
своей вершины;

� по номеру 𝑖 получить список соседних с 𝑀𝑖 узлов сетки, то есть тех точек, которые
связаны с 𝑀𝑖 ребрами триангуляции;

� по номеру 𝑘 получить список всех треугольников, которые имеют с треугольником
𝑇𝑘 общую сторону;

� по номеру 𝑙 получить список треугольников, которые имеют общую сторону Γ𝑙.

� по номеру 𝑖 получить список ребер триангуляции, выходящих из вершины 𝑀𝑖.

Помимо этого, мы сформировали массив, в который занесли информацию о том, явля-
ется ли узел триангуляции граничным или нет. Кроме того, так как граничные условия
для уравнения 4-го порядка включают в себя условия на нормальные производные, то
формируется массив, указывающий на то, что треугольник триангуляции является гра-
ничным или внутренним. Треугольник будет граничным, если хотя бы две его вершины
являются граничными.

Теперь опишем сам алгоритм одного шага итерации в методе градиентного спуска
для минимизации выражения (3).

1) Для каждой внутренней вершины 𝑀𝑖, которая не принадлежит граничному тре-
угольнику, изменяем текущее значение 𝑈𝑖 на некоторую величину Δ𝑈

𝑈+
𝑖 = 𝑈𝑖 +Δ𝑈, 𝑈−

𝑖 = 𝑈𝑖 −Δ𝑈.

2) Перебирая все ребра, выходящие из вершины 𝑀𝑖, вычисляем для них суммарное
изменение 𝑑𝑆±

1 выражения ⟨∇𝐿′ −∇𝐿′′, �⃗�𝑙1⟩ при переходе к новым значениям 𝑈±
𝑖 .

3) Перебирая все ребра, противоположные вершине 𝑀𝑖, вычисляем для них суммар-
ное изменение 𝑑𝑆±

2 выражения ⟨∇𝐿′ −∇𝐿′′, �⃗�𝑙1⟩ при переходе к новым значениям
𝑈±
𝑖 .

4) Для самой точки 𝑀𝑖 и всех ее соседних вычисляем суммарное изменение 𝑑𝑆±
3

выражения
𝑑𝑖∑︁
𝑗

(︁
𝑑𝑖�̃�𝑖(𝑀𝑖) + 2�̃�𝑖(𝑀

𝑗
𝑖 )
)︁
|𝑆𝑗

𝑖 |

при переходе к новым значениям 𝑈±
𝑖 .

5) Вычисляем новое значение функции 𝑈 в точке 𝑀𝑖 по формуле

𝑈𝑛𝑒𝑤
𝑖 = 𝑈𝑖 − α

𝑑𝑆+
1 + 𝑑𝑆+

2 + 𝑑𝑆+
3 − 𝑑𝑆−

1 − 𝑑𝑆−
2 − 𝑑𝑆−

3

2Δ𝑈
,

где α > 0 — подбираемый параметр.

Для проверки алгоритма мы рассмотрели классическую краевую задачу для бигар-
монического уравнения

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
+ 2

𝜕4𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+

𝜕4𝑢

𝜕𝑦4
= 0, (𝑥, 𝑦) ∈ (𝑎, 𝑏)× (𝑐, 𝑑),

𝑢(𝑎, 𝑦) = φ𝑎(𝑦), 𝑢(𝑏, 𝑦) = φ𝑏(𝑦), 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑],
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𝑢(𝑥, 𝑐) = φ𝑐(𝑥), 𝑢(𝑥, 𝑑) = φ𝑑(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏],

𝜕𝑢

𝜕𝑥
|𝑥=𝑎 = ψ𝑎(𝑦),

𝜕𝑢

𝜕𝑥
|𝑥=𝑏 = ψ𝑏(𝑦), 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑],

𝜕𝑢

𝜕𝑦
|𝑦=𝑐 = ψ𝑐(𝑥),

𝜕𝑢

𝜕𝑦
|𝑦=𝑑 = ψ𝑑(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏].

Треугольная сетка строилась следующим образом. Для любых натуральных 𝑛 и 𝑚 по-
лагаем

𝑥𝑖 = 𝑎+ 𝑖(𝑏− 𝑎)/𝑛, 𝑦𝑗 = 𝑐+ 𝑗(𝑑− 𝑐)/𝑚, 𝑖 = 0, 1, ..., 𝑛, 𝑗 = 0, 1, ...,𝑚.

После чего точки 𝑀𝑖𝑗 = (𝑥𝑖, 𝑦𝑗) соединяем в треугольники

Δ𝑀𝑖𝑗𝑀𝑖+1𝑗𝑀𝑖+1𝑗+1, Δ𝑀𝑖𝑗𝑀𝑖𝑗+1𝑀𝑖+1𝑗+1, 𝑖 = 0, 1, ..., 𝑛− 1, 𝑗 = 0, 1, ...,𝑚− 1.

Для бигармонического уравнения соответствующий функционал имеет вид

𝐼(𝑢) =

∫︁∫︁
[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

(︀
𝑢2
𝑥𝑥 + 2𝑢2

𝑥𝑦 + 𝑢2
𝑦𝑦

)︀
𝑑𝑥𝑑𝑦.

Нужно отметить, что программная реализация алгоритма выполнялась так, чтобы она
практически не зависела от выбора триангуляции. Для тестирования программы мы
взяли прямоугольник [0, 2]× [0, 3], а в качестве точного решения — функцию 𝑢0(𝑥, 𝑦) =
= 0, 05(𝑥4 − 𝑦4). При 𝑛 = 𝑚 = 6 и 1 000 итераций максимальная абсолютная ошибка
составила 0,005672. На следующем рисунке приведен график абсолютной ошибки в
зависимости от количества итераций.

Рис. 2. График абсолютной погрешности приближенного решения

В таблице ниже можно видеть значения ошибки, соответствующие количеству ите-
раций.
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Номер итерации Погрешность Номер итерации Погрешность

50 0,200608 550 0,0057517
100 0,0950549 600 0,00570848
150 0,046695 650 0,00568868
200 0,0244725 700 0,0056796
250 0,0142873 750 0,00567544
300 0,00961995 800 0,00567353
350 0,00748111 850 0,00567266
400 0,00650098 900 0,00567226
450 0,00605184 950 0,00567208
500 0,00584602 1000 0,00567199

Заключение

На основе ряда численных экспериментов, проведенных для бигармонического урав-
нения, можно сделать следующий вывод. Приведенный в работе метод построения
непрерывно дифференцируемой функции, являющейся результатом сглаживания кусочно-
линейной функции по ребрам и вершинам триангуляции, позволяет применять его при
решении краевых задач уравнений 4-го порядка вариационного типа на треугольных
сетках любой конфигурации.
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Abstract. In this paper, we present one approach to constructing continuous-
ly differentiable piecewise-quadratic functions on a triangular grid, based on
smoothing a piecewise-linear function in the vicinity of edges and triangulation
nodes. In the works [7; 8], the issues of approximation of the functional (1)
in triangular grids and the convergence of the variational method for solving
the boundary value problem of the equation (2) were studied. However, in
the numerical solution there are difficulties associated with the construction of
continuously differentiable piecewise polynomial functions on triangulations. In
particular, their construction requires solving large systems of equations at each
step of the variational method. When trying to get by with only continuous
piecewise polynomial functions, we got a negative result (divergence of approxi-
mate solutions was found) [9]. In this paper, we circumvent the difficulties that
arise — we indicate a method for constructing piecewise polynomial functions
that have continuous partial derivatives. With the help of this class of functions,
we have obtained formulas for approximating the functional (1) and tested the
method on the example of a biharmonic equation.

Key words: biharmonic functions, triangular grid, piecewise polynomial
functions, calculation error, gradient descent method.
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