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МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА

Аннотация. В статье рассматривается двухточечная краевая задача с
однородными граничными условиями для одного нелинейного обыкновенного
дифференциального уравнения четвертого порядка. С помощью теоремы Го —
Красносельского получены достаточные условия существования положитель-
ного решения рассматриваемой задачи. Для доказательства единственности
положительного решения был привлечен принцип сжатых отображений. При-
веден пример, иллюстрирующий выполнение полученных достаточных усло-
вий однозначной разрешимости рассматриваемой задачи.

Ключевые слова: краевая задача, положительное решение, функция
Грина, конус, дифференциальные уравнения.

Введение

Нелинейным краевым задачам посвящено достаточно большое количество работ, в
которых рассматриваются вопросы существования решений, их поведения, асимптотики
и т. д., причем естественным орудием исследования являются методы функционального
анализа, основанные на использовании полуупорядоченных пространств, теория которых
связана с именами Ф. Рисса, М.Г. Крейна, Л.В. Канторовича, Г. Фрейденталя, Г. Бирк-
гофа и др. В последующем методы исследования положительных решений операторных
уравнений были развиты М.А. Красносельским и его учениками Л.А. Ладыженским,
И.А. Бахтиным, В.Я. Стеценко, Ю.В. Покорным и др.

Работ, посвященных непосредственно краевым задачам для нелинейных дифферен-
циальных уравнений четвертого порядка, относительно немного, например, [6; 8–11; 13–
21]. Однако за редким исключением в перечисленных работах исследованы вопросы су-
ществования и единственности положительных решений. Среди близких к данной статье
публикаций можно отметить [3–5]. В [3] получены достаточные условия существова-
ния и единственности положительного решения с аналогичными граничными условиями
при достаточно жестких ограничениях степенного характера на правую часть 𝑓 урав-
нения. В [4] в краевой задаче с близкими граничными условиями в качестве 𝑓 взята
надлинейная степенная функция, установлены достаточные условия существования и
единственности положительного решения такой задачи, а также предложен достаточно
эффективный численный алгоритм решения. В [5] показано существование положитель-
ного решения задачи для нелинейного уравнения с сильной степенной нелинейностью со
схожими краевыми условиями. Во всех вышеупомянутых работах рассмотрены краевые
задачи с требованиями на 𝑓 надлинейного степенного роста с различными граничными
условиями. В данной статье предпринята попытка обобщить условия на 𝑓 и немного
расширить соответствующий класс задач.

Полученные результаты дополняют исследования авторов по данной тематике.
В частности, к последним публикациям можно отнести [1; 2].

1. Постановка задачи и основные результаты

Рассмотрим краевую задачу

𝑥(4)(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)) = 0, 0 < 𝑡 < 1, (1)

𝑥(0) = 𝑥′(0) = 𝑥′′(0) = 0, (2)

𝑥′′′(1) = 0, (3)
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где 𝑓(𝑡, 𝑥) — неотрицательная и непрерывная на [0, 1]× [0,∞) функция, причем 𝑓(·, 0) ≡
≡ 0.

Обозначим через 𝐶𝑘 (𝑘 ≥ 0) пространство 𝑘 раз непрерывно дифференцируемых
на отрезке [0, 1] функций.
Определение 1. Под положительным решением задачи (1)–(3) будем понимать функ-
цию 𝑥(𝑡) ∈ 𝐶4, положительную в интервале (0, 1) и удовлетворяющую на указанном
интервале уравнению (1) и граничным условиям (2), (3).

Как несложно видеть, исходную задачу с помощью функции Грина можно записать
в эквивалентной форме

𝑥(𝑡) =

∫︁ 1

0

𝐺(𝑡, 𝑠)𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠)) 𝑑𝑠, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1, (4)

где

𝐺(𝑡, 𝑠) =

{︃
𝑠3

6
− 𝑠2

2
𝑡+ 𝑠

2
𝑡2, если 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡,

𝑡3

6
, если 𝑡 ≤ 𝑠 ≤ 1.

Лемма 1. Ядро 𝐺(𝑡, 𝑠) обладает следующими свойствами:

1) 𝐺(𝑡, 𝑠) > 0, (𝑡, 𝑠) ∈ (0, 1)× (0, 1);

2) 𝐺(𝑡, 𝑠) ≤ max0≤𝑡≤1𝐺(𝑡, 𝑠) = 𝐺(1, 𝑠), (𝑡, 𝑠) ∈ [0, 1]× [0, 1];

3) min 1
2
≤𝑡≤1𝐺(𝑡, 𝑠) ≥ 1

16
max0≤𝑡≤1𝐺(𝑡, 𝑠) = 1

16
𝐺(1, 𝑠), 𝑠 ∈ [0, 1].

Доказательство. В выполнении свойства 1 легко убедиться. Кроме того, возрастание
𝐺(𝑡, 𝑠) по первому аргументу обеспечивает выполнение второго свойства леммы.

Покажем теперь выполнение свойства 3. В силу монотонности 𝐺(𝑡, 𝑠) имеем

min
1
2
≤𝑡≤1

𝐺(𝑡, 𝑠) = 𝐺

(︂
1

2
, 𝑠

)︂
=

{︃
𝑠3

6
− 𝑠2

4
+ 𝑠

8
, если 0 ≤ 𝑠 ≤ 1

2
,

1
48
, если 1

2
≤ 𝑠 ≤ 1,

1

16
max
0≤𝑡≤1

𝐺(𝑡, 𝑠) =
𝑠3

96
− 𝑠2

32
+

𝑠

32
.

Для всех 𝑠 ∈
[︀
0, 1

2

]︀
свойство (3) леммы примет вид

𝑠3

6
− 𝑠2

4
+

𝑠

8
≥ 𝑠3

96
− 𝑠2

32
+

𝑠

32
.

Последнее равносильно
5𝑠3 − 7𝑠2 + 3𝑠 ≥ 0

и, как несложно видеть, выполняется для всех 𝑠 ∈
[︀
0, 1

2

]︀
.

При 𝑠 ∈
[︀
1
2
, 1
]︀

свойство (3) соответственно запишется так:

1

48
≥ 𝑠3

96
− 𝑠2

32
+

𝑠

32
.

Или же
𝑠3 − 3𝑠2 + 3𝑠− 2 ≤ 0.

На указанном интервале это неравенство очевидно выполняется.
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В операторной форме уравнение (4) можно переписать в виде

𝑥 = 𝐴𝑥,

где 𝐴 — оператор, определенный равенством

(𝐴𝑥)(𝑡) =

∫︁ 1

0

𝐺(𝑡, 𝑠)𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠)) 𝑑𝑠, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1

действует в пространстве неотрицательных непрерывных функций и вполне непрерывен
[7, c. 161].

Обозначим через 𝐾 конус неотрицательных и непрерывных на отрезке [0, 1] функ-
ций 𝑥(𝑡), удовлетворяющих условию

min
1
2
≤𝑡≤1

𝑥(𝑡) ≥ 1

16
‖𝑥‖𝐶 .

Лемма 2. Оператор 𝐴 оставляет инвариантным конус 𝐾.

Доказательство. В силу свойств 2 и 3 леммы 1 соответственно имеем

‖𝐴𝑥‖𝐶 ≤
∫︁ 1

0

max
0≤𝑡≤1

𝐺(𝑡, 𝑠)𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠)) 𝑑𝑠,

min
1
2
≤𝑡≤1

(𝐴𝑥)(𝑡) = min
1
2
≤𝑡≤1

∫︁ 1

0

𝐺(𝑡, 𝑠)𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠)) 𝑑𝑠 ≥ 1

16

∫︁ 1

0

max
0≤𝑡≤1

𝐺(𝑡, 𝑠)𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠)) 𝑑𝑠 ≥ 1

16
‖𝐴𝑥‖𝐶 .

В дальнейшем для доказательства существования по крайней мере одного положи-
тельного решения задачи (1)–(3) нам понадобится следующая известная теорема Го —
Красносельского [12].
Теорема 1. Пусть 𝐸 — банахово пространство, 𝐾 ⊂ 𝐸 — конус, а Ω1,Ω2 — два
ограниченных открытых шара 𝐸 с центром в начале координат с Ω1 ⊂ Ω2. Пред-
положим, что 𝑇 : 𝐾 ∩ (Ω2∖Ω1) → 𝐾 — вполне непрерывный оператор такой, что
выполнено одно из двух условий

(𝑖) ‖𝑇𝑢‖ ≥ ‖𝑢‖, ∀𝑢 ∈ 𝐾 ∩ 𝜕Ω1 и ‖𝑇𝑢‖ ≤ ‖𝑢‖, ∀𝑢 ∈ 𝐾 ∩ 𝜕Ω2,
(𝑖𝑖) ‖𝑇𝑢‖ ≤ ‖𝑢‖, ∀𝑢 ∈ 𝐾 ∩ 𝜕Ω1 и ‖𝑇𝑢‖ ≥ ‖𝑢‖, ∀𝑢 ∈ 𝐾 ∩ 𝜕Ω2.

Тогда 𝑇 имеет неподвижную точку в 𝐾 ∩ (Ω2∖Ω1).
Предположим, что 𝑓(𝑡, 𝑥) удовлетворяет одному из следующих условий:

(𝐻1) : lim𝑥→∞
𝑓(𝑡, 𝑥)

𝑥
= ∞, lim𝑥→0

𝑓(𝑡, 𝑥)

𝑥
= 0, 𝑡 ∈ [0, 1].

(𝐻2) : lim𝑥→∞
𝑓(𝑡, 𝑥)

𝑥
= 0, lim𝑥→0

𝑓(𝑡, 𝑥)

𝑥
= ∞, 𝑡 ∈ [0, 1],

Введем обозначения:

Ω𝑟 =
{︀
𝑢 ∈ 𝐶 : ‖𝑢‖ < 𝑟

}︀
,

Ω𝑅 =
{︀
𝑢 ∈ 𝐶 : ‖𝑢‖ < 𝑅

}︀
,

Ω = Ω𝑅∖Ω𝑟,

где 𝑟 и 𝑅 — некоторые положительные числа, которые будут определены ниже.
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Теорема 2. При выполнении одного из условий (H1) и (H2) краевая задача (1)–(3)
имеет по крайней мере одно положительное решение.

Доказательство. Проверим выполнение условия (𝑖) теоремы 1.
Предположим, что имеет место (H1). Тогда найдутся положительные числа 𝑀 и

𝑁 , такие что

𝑓(𝑡, 𝑥) ≥ α𝑥, 𝑡 ∈ [0, 1], 𝑥 ≥ 𝑀, (5)

𝑓(𝑡, 𝑥) ≤ β𝑥, 𝑡 ∈ [0, 1], 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑁, (6)

где α ≥ 256∫︀ 1
1
2
𝐺(1,𝑠) 𝑑𝑠

, 0 < β ≤ 1∫︀ 1
0 𝐺(1,𝑠) 𝑑𝑠

.

В определении множеств Ω𝑟 и Ω𝑅 выберем соответственно 𝑟 ≥ 16𝑀 и 0 < 𝑅 ≤ 𝑁 .
Тогда для 𝑥 ∈ 𝐾 ∩ 𝜕Ω𝑟 имеем

𝑥(𝑡) ≥ min
1/2≤𝑡≤1

𝑥(𝑡) ≥ 1

16
‖𝑥‖𝐶 =

𝑟

16
≥ 𝑀.

Таким образом, в силу (5) и леммы 1 имеем

(𝐴𝑥)(𝑡) ≥
∫︁ 1

1
2

𝐺(𝑡, 𝑠)𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠)) 𝑑𝑠 ≥ α

256

∫︁ 1

1
2

𝐺(1, 𝑠)‖𝑥‖𝐶 𝑑𝑠 ≥ 𝑟 = ‖𝑥‖𝐶 .

Для 𝑥 ∈ 𝐾 ∩ 𝜕Ω𝑅 из (6) и леммы 1 соответственно получим

(𝐴𝑥)(𝑡) ≤
∫︁ 1

0

𝐺(1, 𝑠)β‖𝑥‖ 𝑑𝑠 ≤ β𝑅

∫︁ 1

0

𝐺(1, 𝑠) 𝑑𝑠 ≤ 𝑅.

В случае (H2) аналогичным образом устанавливается выполнение условий (𝑖𝑖) тео-
ремы 1.

Таким образом, при соответствующем выборе 𝑟 и 𝑅 нетрудно обеспечить выпол-
нение условий теоремы (1). Следовательно, вполне непрерывный оператор 𝐴 имеет по
крайней мере одну неподвижную точку в 𝐾 ∩ Ω, что равносильно существованию хотя
бы одного положительного решения краевой задачи (1)–(3) такого, что 𝑟 ≤ ‖𝑥‖𝐶 ≤ 𝑅,
где 𝑟 и 𝑅 определены выше.

Теорема 3. При выполнении условий теоремы 2 краевая задача (1)–(3) имеет един-
ственное положительное решение, если функция 𝑓(𝑡, 𝑥) непрерывно дифференцируе-
ма, производная 𝑓 ′

𝑥(𝑡, 𝑥) монотонно возрастает по второму аргументу и∫︁ 1

0

𝐺(1, 𝑠) |𝑓 ′
𝑥 (𝑠, 𝑅)| 𝑑𝑠 < 1. (7)

Доказательство. Воспользовавшись монотонностью производной 𝑓 ′
𝑥(𝑡, 𝑥) по второму

аргументу и применив формулу конечных приращений Лагранжа, для 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐾 ∩ Ω
получим

‖𝐴𝑥1 − 𝐴𝑥2‖𝐶 = max
0≤𝑡≤1

∫︁ 1

0

𝐺(𝑡, 𝑠) |𝑓 ′
𝑥 (𝑠, �̃�(𝑠))| |𝑦(𝑠)| 𝑑𝑠 ≤

≤
∫︁ 1

0

𝐺(1, 𝑠) |𝑓 ′
𝑥 (𝑠, 𝑅)| |𝑦(𝑠)| 𝑑𝑠 ≤ ‖𝑦‖𝐶

∫︁ 1

0

𝐺(1, 𝑠) |𝑓 ′
𝑥 (𝑠, 𝑅)| 𝑑𝑠,

ISSN 2587-6325. Математ. физика и компьютер. моделирование. 2023. T. 26. № 3 9
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где �̃�(𝑡) принимает значения промежуточные между 𝑥1(𝑡) и 𝑥2(𝑡), 𝑦(𝑡) соответственно
обозначает разность 𝑥1(𝑡)− 𝑥2(𝑡).

Из принципа сжатых отображений, с учетом условия (7) теоремы, следует, что
краевая задача (1)–(3) имеет единственное положительное решение.

Замечание 1. В случае убывания 𝑓 ′
𝑥(𝑡, 𝑥) по второму аргументу несложно вывести до-

статочное условие единственности, аналогичное (7).

Пример 1. Рассмотрим задачу

𝑥(4)(𝑡) + 𝑎𝑥(𝑡)(𝑒𝑥(𝑡) − 1) = 0, 0 < 𝑡 < 1, (8)

𝑥(0) = 𝑥′(0) = 𝑥′′(0) = 0, (9)

𝑥′′′(1) = 0, (10)

где 𝑎 > 0.
Выполнение условий (H1), гарантирующих в соответствии с теоремой 2 существо-

вание по меньшей мере одного положительного решения задачи (8)–(10), очевидно.
Выясним теперь, при каких условиях это решение единственно.

Для определения 𝑅, участвующего в условии (7) теоремы 3, рассмотрим неравен-
ство (6)

𝑎𝑥(𝑒𝑥 − 1) ≤ β𝑥,

где 0 < β ≤ 8.
Откуда

0 ≤ 𝑥(𝑡) ≤ 𝑁, 𝑡 ∈ [0, 1],

где 𝑁 = ln
(︁
1 + β

𝑎

)︁
.

При 𝑅 ∈ (0, 𝑁 ] в силу теоремы 3 выполнение неравенства

𝑎
[︀
𝑒𝑅(1 +𝑅)− 1

]︀
< 8

влечет единственность положительного решения задачи (8)–(10).
Например, при 𝑎 = β = 1 и 𝑅 = 0, 1 несложно убедиться в справедливости этого
неравенства.
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Abstract. The article deals with the boundary value problem

𝑥(4)(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)) = 0, 0 < 𝑡 < 1,

𝑥(0) = 𝑥′(0) = 𝑥′′(0) = 0,

𝑥′′′(1) = 0,

where 𝑓(𝑡, 𝑥) — non-negative and continuous on [0, 1] × [0,∞) function and
𝑓(·, 0) ≡ 0. This problem is reduced to an equivalent integral equation, the
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kernel of which is the Green’s function. Using the well-known Go—Krasnoselsky
theorem, we prove the existence of at least one positive solution in some cone
of the problem under consideration. Further, using a priori estimates, relying
on the principle of compressed mappings, the uniqueness of such a solution is
established. In conclusion, an example illustrating the results obtained is given.

Key words: boundary value problem, positive solution, Green’s function,
cone, differential equations.
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