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Аннотация. Рассматривается задача моделирования походки человека.
Для описания движений шагающего человека используется плоская антропо-
морфная модель, с пятью весомыми звеньями, описывающими ноги и корпус
человека. Влияние движения рук не учитывается. Управление носит импульс-
ный характер и на интервале между началом и концом шага механизм движет-
ся по баллистической траектории. Модель описывает одноопорное движение,
при котором конец опорной ноги связан с поверхностью. Состояние моде-
ли характеризуется пятью обобщенными координатами, определяющими углы
отклонения от вертикали в суставах. Для моделирования реальной походки,
при определении вектора начальных угловых скоростей предлагается мини-
мизировать невязку, гарантирующую прохождение механизма через все точ-
ки заданной траектории. Антропоморфный механизм характеризуется также
массово-инерционными характеристиками, точные значения которых для мо-
делирования человека неизвестны. Для повышения точности моделирования
предлагается вычислять значения этих величин путем минимизации. Для под-
бора оптимальных значений использовались методы безусловной оптимизации
и минимизации с ограничениями. При минимизации с ограничениями удалось
получить движения, наиболее приближенные к реальным. Среднее отклоне-
ние от реальных углов составило 7, 25∘. При использовании безусловной оп-
тимизации моделируемые движения получаются ближе к реальным (средняя
ошибка составляет 3, 3∘).

Ключевые слова: моделирование походки, моделирование движений че-
ловека, антропоморфный механизм, модель одноопорного движения, оптими-
зация.

62

©
С
ив

ол
об

ов
С
.В

.,
20

24

ISSN 2587-6325. Математ. физика и компьютер. моделирование. 2024. T. 27. № 1



pr
ep
rin

t

МОДЕЛИРОВАНИЕ, ИНФОРМАТИКА И УПРАВЛЕНИЕ

Введение

Походка является важным биометрическим показателем, характеризующим осо-
бенности ходьбы человека [6]. Во многих работах походка описывается как уникальная
характеристика, пригодная для идентификации человека [44; 56; 75–78; 80] и обладаю-
щая рядом преимуществ по сравнению с более традиционными методами распознава-
ния. Метод является бесконтактным, в отличие от отпечатков пальцев [27], и требует
меньшей детализации видеоматериала, чем при распознавании по лицу [62]. Поскольку
видеоматериалы часто являются единственным объективным источником информации о
правонарушении, существует большой интерес к исследованиям походки в сфере обеспе-
чения безопасности [5; 6]. Анализ походки имеет обширное применение для диагностики
заболеваний опорно-двигательного аппарата в медицине [80]. В исследованиях [45; 64]
описывалось влияния травм, врожденных и возрастных нарушений на изменения поход-
ки. В клинических условиях, Питер Де Люка провел исследование походок 91 пациента
с детским церебральным параличом, и сравнил рекомендации сделанные основе их ана-
лиза, с рекомендациями полученными с использованием кинематических, кинетических
и электромиографических данных. Использование результатов анализа походки позво-
лило в 52 % случаев снизить стоимость и потенциальные риски хирургических операций
[36].

Моделирование походки представляет значительный интерес для идентификации
людей по походке [19], а так же для изучения патологий походки [57; 64]. Оно на-
ходит обширное применение при расчете конструкции и приводов экзоскелетов, а так
же для управления ими [32; 33; 40; 42; 59; 68]. Проблема оптимального управления че-
ловекоподобными роботами в квазистатических режимах рассматривается в работах
[2; 9; 10; 15; 18; 20; 22; 24; 26; 28; 69]. Важным направлением является синтез управляю-
щих воздействий для перемещения робота-андроида в статически-неустойчивых ре-
жимах (например, с устойчивостью к опрокидыванию) [4; 8; 25; 63; 81; 82], в том чис-
ле с применением динамического уравновешивания путем смещения центра тяжести
[11], при расчете которых также используются технологии параллельных вычислений
[70; 71], управление с прогнозирующими моделями (MPC) [46; 72] и машинное обуче-
ние [35; 58; 82].

Движение роботов осуществляется с помощью приводов, которые могут выходить
из строя. Эта проблема рассмотрена в статье [83], где предложен способ управления,
позволяющий сохранять устойчивость при одном неисправном приводе. Проблема под-
держания равновесия человеком, стоящим на подвижной опоре исследуется в работах
[7; 12; 51; 55] на примере стабилизации двойного перевернутого маятника, установлен-
ного на качели-балансир. Для моделирования движений человека часто применяются
многозвенные модели, уравнения движения для которых составляются с использованием
уравнений Лагранжа второго рода. В частности, 2-х и 3-звенные модели используются
для моделирования человека, раскачивающегося на качелях [16; 29; 60; 61]. Подобные
модели используются при моделировании плоских пантографических механизмов [17].
С помощью 3- и 4-звенников моделируются движения человека в вертикальном прыжке
[38; 41].

Для моделирования походки человека предложены 5-ти [48; 54] и 7-звенные моде-
ли [49]. В работах [37; 39] рассматриваются 7-звенные модели для изучения влияния
движений рук. В работе [49] описывается импульсное управление антропоморфным ме-
ханизмом. Двузвенник, описывающий ногу, состоящую из двух звеньев (бедра и голени)
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может быть временно заменен одним пружинным звеном [43]. В работе [47] предложен
метод управления ходьбой по неровной местности основанный на модели пружинного
перевернутого маятника с плавно изменяемой жесткостью со ступней конечного размера
(CVSLIP-FF).

Значительный интерес также представляют модели одно- и многозвенного пере-
вернутого маятника шарнирно закрепленного на оси колеса [31; 50; 52; 53; 65; 66]. Ста-
билизация такого механизма в неустойчивом положении имеет прикладное значение к
построению моноциклов, примерами которых являются такие средства индивидуальной
мобильности как «Segway», гироскутер и моноколесо. Моделирование ходьбы не огра-
ничивается использованием двуногих антропоморфных механизмов. В исследовании [3]
рассматривается походка четырехногого робота со спаренными передними и задними
ногами. В работах [14; 23; 67] рассматривается управление роботом с комбинированным
колесно-шагающим движителем.

Во время ходьбы чередуются два сменяющих друг друга движения, называемые
одноопорной и двухопорной фазой. При одноопорной фазе одна нога (опорная) опирает-
ся о поверхность, а другая (переносимая) перемещается над поверхностью [19; 30]. При
двухопорной фазе обе ноги опираются о поверхность, и происходит смена опоры с од-
ной ноги на другую. Продолжительность двухопорной фазы в полном цикле движения
не является постоянной и может изменяться. Во время бега ее длительность значи-
тельно сокращается [34], а у людей с заболеваниями опорно-двигательного аппарата
ее продолжительность может значительно увеличиваться [45]. При ходьбе с костыля-
ми одноопорная фаза может практически полностью отсутствовать, заменяясь на двух-,
трех- и четырехопорные фазы [13; 59]. В среднестатистической ходьбе двухопорная фаза
занимает не более 20% от полного цикла движения [48; 59], в связи с этим шаг может
быть сведен к одноопорной фазе, которая исследуется наиболее активно [19; 45; 48]. В
работах [73; 74] для моделирования движений приближенных к походке реального чело-
века используется MPC-контроллер. В работе [19] предложен комбинированный подход
с более точными результатами, в котором сначала на основе уравнений Лагранжа стро-
ятся траектории движения нижних конечностей в одноопорной фазе, проходящие через
заданные точки начала и завершения движения, а затем, с помощью схемы на основе
MPC-контроллера рассчитываются траектории, приближенные к реальным.

Целью данной работы является разработка метода моделирования одноопорного
движения на основе уравнений Лагранжа, посредством согласования моделируемых тра-
екторий с реальными траекториями перемещения человека. Решение задач оптимизации
производится с использованием различных методов условной и безусловной минимиза-
ции.

1. Математическая модель антропоморфного механизма

В данной работе для описания одноопорного движения используется плоский ан-
тропоморфный механизм из пяти шарнирно соединенных весомых звеньев, описанный в
работе [30], показанный на рисунке 1. Все звенья перемещаются в сагиттальной плос-
кости.

Звено 𝑂𝐶 обозначает корпус, а двухзвенники 𝑂𝐵𝐴 и 𝑂𝐷𝐸 — ноги, которые счита-
ются одинаковыми. Звенья 𝑂𝐵 и 𝑂𝐷 называются бедрами, 𝐵𝐴 и 𝐷𝐸 — голенями, 𝑂 —
тазобедренным суставом. Все шарниры предполагаются идеальными, поскольку трение
в суставах человека мало. В реальных суставах человека коэффициент трения очень
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низок, и составляет величину, принимающую значение от 0,003 до 0,02 [1]. Опорная
нога 𝑂𝐵𝐴 шарнирно связана с поверхностью в точке 𝐴, а двухзвенник 𝑂𝐷𝐸 обозна-
чает переносимую ногу, не связанную с поверхностью. Стопы и руки в этой модели
не рассматриваются. В качестве пяти обобщенных координат используются углы φ, α1,
α2, β1, β2. Они обозначают углы, которые образуют корпус, бедра и голени с верти-
калью соответственно. Неконсервативные силы, действующие на механизм, показаны
на рисунке 1б. Моменты сил в коленных суставах обозначены как 𝑢1 и 𝑢2, а моменты
сил, действующих между корпусом и бедрами 𝑞1 и 𝑞2. 𝑅2 обозначает внешнюю силу,
приложенную к концу ноги 𝐸 (далее, 𝑅2𝑥 и 𝑅2𝑦 — ее горизонтальная и вертикальная
составляющая), а Π1 и Π2 — моменты внешних сил, приложенных к голеням.

φ

α1

α2 β1

β2

C

O
B

D

E

A
Y

X

q2
q1O

C

B

D

AE

u1
u2

П1

П2

R2

a) б)

Рис. 1. Кинематическая схема модели пятизвенного антропоморфного механизма
(а — углы между звеньями, б — неконсервативные силы, действующие на механизм)

Уравнения движения такого пятизвенника, составленные с использованием уравне-
ний Лагранжа второго рода, в матричной форме имеют вид [79]:

𝐵(𝑧)𝑧 + 𝑔𝐴𝑓1(𝑧) +𝐷(𝑧)𝑓2(�̇�) = 𝐶(𝑧)𝑤, (1)

где 𝑔 — ускорение свободного падения;

𝑧 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
φ

α1

α2

β1

β2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑓1(𝑧) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
sinφ
sinα1

sinα2

sinβ1

sinβ2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑓2(�̇�) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
φ̇2

α̇2
1

α̇2
2

β̇2
1

β̇2
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑤 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑢1

𝑢2

𝑞1
𝑞2
Π1

Π2

𝑅2𝑥

𝑅2𝑦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (2)

Восьмимерная матрица-столбец 𝑤 содержит силы и моменты сил. Матрицы 𝐵(𝑧), 𝐷(𝑧),
𝐴, 𝐶(𝑧) имеют вид:

𝐵(𝑧) =
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⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐽 𝐿𝑎𝐾𝑟· 0 𝐿𝑏𝐾𝑟 cos (φ− β1) 0
· cos (φ− α1)

𝐿𝑎𝐾𝑟· 𝐽𝑎 − 2𝐿𝑎𝐾𝑎+ −𝐿𝑎𝐾𝑎· (𝐽𝑎𝑏 − 𝐿𝑎𝐾𝑏 − 𝐿𝑏𝐾𝑎+ −𝐿𝑎𝐾𝑏·
· cos (φ− α1) +𝐿2

𝑎𝑀 · cos (α1 − α2) +𝐿𝑎𝐿𝑏𝑀) cos (α1 − β1) · cos (α1 − β1)
0 −𝐿𝑎𝐾𝑎· 𝐽𝑎 −𝐿𝑏𝐾𝑎 cos (α2 − β1) 𝐽𝑎𝑏·

· cos (α1 − α2) · cos (α2 − β2)
𝐿𝑏𝐾𝑟· (𝐽𝑎𝑏 − 𝐿𝑎𝐾𝑏− −𝐿𝑏𝐾𝑎· 𝐽𝑏 − 2𝐿𝑏𝐾𝑏 + 𝐿2

𝑏𝑀 −𝐿𝑏𝐾𝑏·
· cos (φ− β1) −𝐿𝑏𝐾𝑎+ · cos (α2 − β1) · cos (β1 − β2)

+𝐿𝑎𝐿𝑏𝑀)·
· cos (α1 − β1)

0 −𝐿𝑎𝐾𝑏· 𝐽𝑎𝑏· −𝐿𝑏𝐾𝑏 cos (β1 − β2) 𝐽𝑏
· cos (α1 − β2) · cos (α2 − β2)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

(3)

𝐷(𝑧) =⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 𝐿𝑎𝐾𝑟· 0 𝐿𝑏𝐾𝑟 sin (φ− α1) 0
· sin (φ− α1)

−𝐿𝑎𝐾𝑟· 0 −𝐿𝑎𝐾𝑎· (𝐽𝑎𝑏 − 𝐿𝑎𝐾𝑏 − 𝐿𝑏𝐾𝑎+ −𝐿𝑎𝐾𝑏·
· sin (φ− α1) · sin (α1 − α2) +𝐿𝑎𝐿𝑏𝑀) sin (α1 − β1) · sin (α1 − β2)

0 𝐿𝑎𝐾𝑎· 0 −𝐿𝑏𝐾𝑎 sin (α2 − β1) 𝐽𝑎𝑏·
· sin (α1 − α2) sin (α2 − β2)

−𝐿𝑏𝐾𝑟· −(𝐽𝑎𝑏 − 𝐿𝑎𝐾𝑏− 𝐿𝑏𝐾𝑎· 0 −𝐿𝑏𝐾𝑏·
· sin (φ− α1) −𝐿𝑏𝐾𝑎+ · sin (α2 − β1) · sin (β1 − β2)

+𝐿𝑎𝐿𝑏𝑀)·
· sin (α1 − β1)

0 𝐿𝑎𝐾𝑏· −𝐽𝑎𝑏· 𝐿𝑏𝐾𝑏 sin (β1 − β2) 0
· sin (α1 − β2) · sin (α2 − β2)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

(4)

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−𝐾𝑟 0 0 0 0
0 𝐾𝑎 − 𝐿𝑎𝑀 0 0 0
0 0 𝐾𝑎 0 0
0 0 0 𝐾𝑏 − 𝐿𝑏𝑀 0
0 0 0 0 𝐾𝑏

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (5)

𝐶(𝑧) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 −1 −1 0 0 0 0
−1 0 1 0 0 0 −𝐿𝑎 cosα1 −𝐿𝑎 sinα1

0 −1 0 1 0 0 𝐿𝑎 cosα2 𝐿𝑎 sinα2

1 0 0 0 −1 0 −𝐿𝑏 cosβ1 −𝐿𝑏 sinβ1

0 1 0 0 0 −1 𝐿𝑏 cosβ2 𝐿𝑏 sinβ2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (6)

где матрица 𝐵(𝑧) является симметричной и положительно определенной как матрица
кинетической энергии; диагональная матрица 𝐴 определяет потенциальную энергию;
𝐷(𝑧) — матрица символов Кристоффеля первого рода для матрицы 𝐵(𝑧); 𝐿𝑎 и 𝐿𝑏 —
длины бедра и голени соответственно; 𝐽 — момент инерции корпуса относительно точки
𝑂; 𝐾𝑟 = 𝑚𝑘𝑟, (𝑚𝑘 — масса корпуса); 𝑟 — расстояние от тазобедренного сустава 𝑂 до
центра масс корпуса. Масса всего пятизвенника равна 𝑀 . Поскольку ноги считаются
одинаковыми, то выполняется 𝑀 = 𝑚𝑘 + 2𝑚𝑎 + 2𝑚𝑏, где 𝑚𝑎 и 𝑚𝑏 – массы бедра и
голени соответственно. 𝐽𝑏 — момент инерции голени относительно коленного сустава
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(𝐵 для голени 𝐵𝐴). 𝐾𝑏 = 𝑚𝑏𝑏, где 𝑏 — расстояние от коленного сустава до центра масс
голени. 𝐽𝑜

𝑎 — момент инерции бедра относительно точки 𝑂. Параметры 𝐾𝑎, 𝐽𝑎 и 𝐽𝑎𝑏
рассчитываются по формулам:

𝐾𝑎 = 𝑚𝑎𝑎+𝑚𝑏𝐿𝑎, 𝐽𝑎 = 𝐽𝑜
𝑎 +𝑚𝑏𝐿

2
𝑎, 𝐽𝑎𝑏 = 𝐾𝑏𝐿𝑎, (7)

где 𝑎 — расстояние от тазобедренного сустава до центра масс бедра.
Управление носит импульсный характер в начале (𝑡 = 0) и конце шага (𝑡 = 𝑇 ), и

на интервале времени 0 < 𝑡 < 𝑇 механизм движется по баллистической траектории в
отсутствие каких-либо управляющих воздействий (𝑤(𝑡) = 0). Многозвенник переходит
из состояния 𝑧(0) в 𝑧(𝑇 ), при которых переносимая нога находится на поверхности.
Импульсное управление движением антропоморфного механизма предложено в [30] и
экспериментально подтверждено в [32]. Таким образом, на интервале времени 0 < 𝑡 < 𝑇
решение 𝑧(𝑡) удовлетворяет однородной системе:

𝐵(𝑧)𝑧 + 𝑔𝐴𝑓1(𝑧) +𝐷(𝑧)𝑓2(�̇�) = 0. (8)

Уравнение (8), разрешенное относительно вторых производных, имеет вид:

𝑧 = −𝑔𝐵−1(𝑧)𝐴𝑓1(𝑧)−𝐵−1(𝑧)𝐷(𝑧)𝑓2(�̇�). (9)

Для решения краевой задачи, предполагающей нахождение вектора начальных уг-
ловых скоростей �̇�(0), при котором решение (8) исходящее из начального состояния
𝑧(0), проходит через 𝑧(𝑇 ), в [30] предлагалось минимизировать функцию невязки:

𝐼 =
5∑︁

𝑖=1

𝑘𝑖[Δ𝑧𝑖(𝑇 )]
2, (10)

где Δ𝑧𝑖(𝑇 ) — разница между заданным и расчетным значением обобщенной координаты,
а 𝑘𝑖 — некоторые весовые коэффициенты. Получаемые траектории движения при таком
решении уравнений (8) сильно отличаются от реальных траекторий получаемых из дан-
ных о движении человека. Для приближения расчетных траекторий к реальным в [19]
была предложена схема в среде MATLAB/Simulink использующая MPC-контроллер. Ав-
торами заявлено, что погрешность расчетных траекторий не превышала 5 %. В данной
статье далее построен способ нахождения решения уравнений (8), при котором расчет-
ные траектории движения близки к реальным.

2. Моделирование движений, приближенных к реальным

Минимизация невязки, рассчитанной по формуле (10), обеспечивает прохождение
решения, исходящего из точки 𝑧(0), только через точку 𝑧(𝑇 ). Однако положение меха-
низма в промежуточные моменты (0;𝑇 ) может быть произвольным. Для моделирования
реального движения заданного набором точек 𝑧𝑖(𝑡) предложено минимизировать невязку
временного ряда

𝐼 =
𝑇∑︁
𝑡=0

5∑︁
𝑖=1

(︁
𝑧𝑖(𝑡)− 𝑧𝑖(𝑡)

)︁2
. (11)

Равенство нулю невязки по формуле (11) обеспечивает полное совпадение траекторий
заданного и моделируемого движения. В качестве источника реальных траекторий дви-
жения человека использовался Biped-файл для программы 3Ds Max полученный из
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открытых источников, созданный с использованием технологии захвата движений. По-
скольку антропометрические данные человека в общем случае неизвестны, для модели-
рования использованы значения, указанные в [30]:

𝑀 = 75 кг;𝑚𝑎 = 8, 6 кг;𝑚𝑏 = 4, 6 кг; 𝐽 = 11, 3 кг · м2; 𝐽0
𝑎 = 0, 535 кг · м2; (12)

𝐽𝑏 = 1, 02 кг · м2; 𝑟 = 0, 386 м; 𝑎 = 0, 18 м; 𝑏 = 0, 324 м;𝐿𝑎 = 0, 41 м;𝐿𝑏 = 0, 497 м.

Для минимизации невязки (11) применена функция 𝑓𝑚𝑖𝑛𝑢𝑛𝑐 (использующая квази-
ньютоновский метод Бройдена — Флетчера — Голдфарба — Шэнно) из пакета MATLAB
7.11.0 (R2018b). Полученные в результате моделирования траектории показаны на ри-
сунке 2. Траектория смоделированная с использованием невязки (10) совпадает с задан-
ной только в моменты 𝑡 = 0 и 𝑡 = 𝑇 . Моделирование с использованием невязки (11)
дает более точное решение. Средняя ошибка при этом составила 9, 68∘, что является
достаточно большим значением, но тем не менее полученные траектории более близки
к реальным, что наиболее заметно на левом нижнем графике (рис. 2).

Рис. 2. Сравнение динамики движений (угловых) в суставах реального человека (черная
сплошная линия) и смоделированных с использованием невязки вычисляемой по формуле (10)

(пунктирная линия) и по формуле (11) (штриховая линия)
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3. Повышение точности моделирования движений путем варьирования
параметров модели без ограничений на их значения

Одной из возможных причин отличия смоделированных траекторий от реальных
может являться неточность используемых значений антропометрических характеристик.
Длины сегментов тела с некоторой погрешностью могут быть определены по видеоизоб-
ражению, однако определить значения массово-инерционных характеристик (МИХ), в
этом случае затруднительно. К массово-инерционным характеристикам в описанной мо-
дели относятся: массы 𝑀 , 𝑚𝑎, 𝑚𝑏; моменты инерции 𝐽 , 𝐽0

𝑎 , 𝐽𝑏; и расстояния до центров
масс сегментов тела 𝑟, 𝑎, 𝑏. Для повышения точности моделирования предлагается при
минимизации невязки (11), помимо �̇�(0), варьировать значения МИХ. Для минимизации
использовались функции безусловной минимизации fminunc и fminsearch. В таблице 1
приведены результаты минимизации с различными наборами изменяемых параметров.

Таблица 1
Результаты минимизации невязки без ограничений на значения параметров

№ Результат минимизации
набора

Варьируемые параметры
(средняя ошибка)

fminunc fminsearch
1 �̇�(0), 𝐽 9,69∘ 9,71∘

2 �̇�(0), 𝐽 , 𝐽0
𝑎 8,35∘ 8,89∘

3 �̇�(0), 𝐽 , 𝐽0
𝑎 , 𝐽𝑏 4,64∘ 6,3∘

4 �̇�(0), 𝐽 , 𝐽0
𝑎 , 𝐽𝑏, 𝑀 3,52∘ 6,02∘

5 �̇�(0), 𝐽 , 𝐽0
𝑎 , 𝐽𝑏, 𝑀 , 𝑚𝑎 3,3∘ 3,71∘

6 �̇�(0), 𝐽 , 𝐽0
𝑎 , 𝐽𝑏, 𝑀 , 𝑚𝑎, 𝑚𝑏 3,3∘ 6,24∘

7 �̇�(0), 𝐽 , 𝐽0
𝑎 , 𝑀 , 𝑚𝑎 5,13∘ 4,65∘

8 �̇�(0), 𝐽 , 𝑀 , 𝑚𝑎 4,35∘ 10,16∘

9 �̇�(0), 𝐽 , 𝐽0
𝑎 , 𝐽𝑏, 𝑀 , 𝑚𝑎, 𝑟 3,39∘ 18,02∘

10 �̇�(0), 𝐽 , 𝐽0
𝑎 , 𝐽𝑏, 𝑀 , 𝑚𝑎, 𝑚𝑏, 𝑟 3,54∘ 10,67∘

11 �̇�(0), 𝐽 , 𝐽0
𝑎 , 𝐽𝑏, 𝑀 , 𝑚𝑎, 𝑚𝑏, 𝑟, 𝑎 21,63∘ 4,68∘

12 �̇�(0), 𝐽 , 𝐽0
𝑎 , 𝐽𝑏, 𝑀 , 𝑚𝑎, 𝑚𝑏, 𝑟, 𝑎, 𝑏 16,11∘ 28,46∘

Наилучшее решение со средней ошибкой 3, 3∘ получено с набором варьируемых
параметров №5. Как видно из таблицы, увеличение количества варьируемых парамет-
ров не всегда приводило к уменьшению значения невязки, хотя очевидно, что решение
полученное с использованием набора №5 должно присутствовать среди решений, на-
ходимых с использованием наборов №9–12. Данный факт свидетельствует о наличии
большого количества локальных минимумов целевой функции. В связи с этим можно
предположить, что с использованием средств глобальной многокритериальной оптими-
зации можно найти более точное решение.

В таблице 2 приведены значения характеристик (в системе СИ), полученные в
результате безусловной оптимизации с помощью функции 𝑓𝑚𝑖𝑛𝑢𝑛𝑐. Как видно, многие
из параметров принимают некорректные значения, в связи с этим необходимо применять
методы условной оптимизации.
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Таблица 2
Значения параметров, найденные в результате безусловной оптимизации

(прочерк означает, что значение параметра не изменялось)

Массы сегментов, кг Моменты инерции, Расстояния до
№

кг · м2 центра масс, м
набора

𝑀 𝑚𝑎 𝑚𝑏 𝐽 𝐽0
𝑎 𝐽𝑏 𝑟 𝑎 𝑏

1 − − − 12, 56 − − − − −
2 − − − 1, 7 · 105 5, 5 · 106 − − − −
3 − − − 1, 3 · 105 4, 2 · 106 0.36 − − −
4 9, 80 − − 4, 4 · 105 2.3 · 106 0, 48 − − −
5 9, 40 −5, 98 − 381, 47 2561, 08 0, 53 − − −
6 3, 27 −2, 15 1, 59 77, 87 1292, 09 0, 18 − − −
7 4, 44 −1, 95 − 24, 85 327, 80 − − − −
8 5, 03 −10, 12 − 2, 9 · 106 − − − − −
9 22, 02 −69, 01 − 62, 44 666, 32 0, 52 0, 20 − −
10 62, 97 6, 96 25, 70 14, 77 290, 25 2, 61 3, 41 − −
11 74, 99 8, 59 4, 69 11, 34 1, 09 0, 71 −0, 19 −1, 05 −
12 74, 99 8, 59 4, 58 11, 34 1, 41 1, 24 −0, 13 −2, 03 0, 04

4. Оптимизация значений параметров модели с ограничениями

Минимизация с ограничениями осуществлялась с помощью функции fmincon из
пакета MATLAB. Вектор переменных минимизируемой функции имеет вид:

𝑋 =
(︀
φ̇(0), α̇1(0), α̇2(0), β̇1(0), β̇2(0),𝑀,𝑚𝑎,𝑚𝑏, 𝐽, 𝐽

0
𝑎 , 𝐽𝑏, 𝑟, 𝑎, 𝑏

)︀
. (13)

В соответствии с биометрическими данными из [21], масса ног не должна быть боль-
ше половины от общей массы тела, а масса голени не должна превышать массу бедра.
Моменты инерции сегментов тела не должны превышать максимально возможные. Дан-
ные условия записаны в виде матрицы линейных ограничений 𝐴𝑖𝑞 и вектора свободных
членов 𝑏𝑖𝑞:

𝐴𝑖𝑞 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 −1/2 2 2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −2𝐿2

𝑘 2𝐿2
𝑘 2𝐿2

𝑘 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −𝐿2

𝑎 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −𝐿2

𝑏 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (14)
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𝑏𝑖𝑞 =
(︀
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0

)︀
. (15)

Границы значений переменных заданы векторами 𝑙𝑏 и 𝑢𝑏:

𝑙𝑏 =
(︀
−10;−10;−10;−10;−10; 10; 1; 0, 5; 0, 01; 0, 01; 0, 01; 0; 0; 0

)︀
, (16)

𝑢𝑏 =
(︀
10; 10; 10; 10; 10; 200; 50; 30; (200− 2− 1)𝐿2

𝑘; 50𝐿
2
𝑎; 30𝐿

2
𝑏 ;𝐿𝑘;𝐿𝑎;𝐿𝑏

)︀
. (17)

Масса тела ограничена значениями от 10 до 200 кг, бедра — от 1 до 50 кг, голени
— от 0,5 до 30 кг, в соответствии с данными взятыми из [21]. Результаты минимиза-
ции функцией fmincon с применением различных алгоритмов оптимизации приведены в
таблице 3.

Таблица 3
Результаты минимизации с ограничениями

Алгоритм оптимизации Средняя ошибка
Метод внутренней точки 7,97∘

Последовательное квадратичное программирование 7,25∘

Метод активного набора 7,27∘

Результаты моделирования с ограничениями дают менее точные решения, что обу-
словлено наличием нескольких локальных минимумов у целевой функции. Рисунок 3
показывает результаты вычислений невязки (11) для различных пар свободных парамет-
ров в 14-ти мерном пространстве. Имеются как несколько локальных минимумов, так и
протяженные зоны овражного типа у функции 𝐼, что существенно затрудняет оптимиза-
цию. На рисунке 4 показаны траектории, полученные с использованием минимизации с
ограничениями на значения параметров и без них. На правом верхнем графике отчетли-
во видно, что построенная с использованием моделирования без ограничений траектория
значительно ближе к заданной, чем при моделировании с ограничениями. На остальных
графиках отличия менее существенны.

Заключение

В статье предложен метод моделирования движения, приближенного к походке ре-
ального человека. Для моделирования используется математическая модель плоского
пятизвенного антропоморфного механизма, располагающегося в сагиттальной плоско-
сти, совершающего одноопорное движение. Управление движением механизма носит им-
пульсный характер и в промежутке между началом и завершением движения механизм
движется без каких-либо управляющих воздействий по баллистической траектории. Ме-
тод, описанный в работе [19], позволял моделировать движение механизма, положение
которого совпадало бы с заданным только в начале и конце интервала движения. В
данной работе предложен метод, позволяющий моделировать движение, совпадающее с
заданным на всем интервале одноопорного движения.
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Рис. 3. Значения невязки при различных значениях переменных
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Рис. 4. Сравнение динамики движений (угловых) в суставах реального человека (черная
линия) и смоделированных с использованием минимизации с ограничениями (пунктирная

линия) и без ограничений (штриховая линия)

Модель содержит параметры, соответствующие массово-инерционным характери-
стикам человека. Поскольку их точные значения для моделируемого человека не из-
вестны, были использованы значения указанные в [48], однако при этом получить дви-
жения достаточно близкие к заданным не удалось. В связи с этим, в работе предложено
повысить точность моделирования путем варьирования значений массово-инерционных
характеристик. Для поиска подходящих значений использовались методы безусловной
минимизации из пакета MATLAB, позволившие смоделировать движения близкие к
заданным (в среднем отклонение от движений в суставах реального человека состави-
ло 3, 3∘), однако при этом значения характеристик часто становились некорректными.
Для решения этой проблемы использована минимизация с ограничениями, что позволи-
ло найти решения, которые в среднем находятся в пределах 7, 25∘ от точных. Показано,
что минимизируемая функция содержит большое количество локальных минимумов. Это
указывает, что более точное решение может быть найдено при использовании других
методов глобальной минимизации, основанных, например, на генетических алгоритмах.
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Abstract. The problem of human gait modeling is considered. A flat
anthropomorphic mechanism with five weighty links describing person’s legs
and body is used to describe of human locomotion. The hands movements are not
considered. The control is impulse and the mechanism moves along a ballistic
trajectory from the interval beginning to the end. A single-support motion
with ground linked support leg is described by the model. The five generalized
coordinates that describe the angles deviation in a joints from the vertical is
characterized the mechanism position. To simulate a real gait, when calculating
the initial angular velocities vector, to minimize the residual that guarantees
the mechanism passage through all points of a given trajectory is proposed.
Also, mass-inertial characteristics is determine the anthropomorphic mechanism,
but the modeled person’s exact values are unknown. The characteristics values
varieng by the unconstrained and constrained minimization to increase the model-
ing accuracy is proposed. With constrained minimization the average deviation
from real angles is 7.25∘. With unconstrained minimization the average error is
3.3∘, but the mass-inertial characteristics may take incorrect values.

Key words: gait modelling, human motion modelling, anthropomorphic
mechanism, single-limb support model, optimization.
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