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Аннотация. Рассмотрена динамика малых возмущений в неравновесном
колебательно-возбужденном газе. Получены волновое и дисперсионное урав-
нения, описывающие динамику акустических мод в линейном приближении.
Сформулированы критерии для выделения физически корректных решений
дисперсионного уравнения и определения границ областей запрещенных ча-
стот акустических волн. Эти критерии позволяют исключить из рассмотре-
ния области нефизичных («фантомных») решений, в которых фазовая ско-
рость звука может становиться аномально высокой и на определенных часто-
тах обращаться в бесконечность. Подробно изучены дисперсионные свойства
неустойчивых звуковых, получены оценки инкремента и определены границы
устойчивости и зоны запрещенных частот в зависимости от степени неравно-
весности среды, моделей релаксации, нагрева и охлаждения. Показано, что
при определенных значениях степени неравновесности среды и зависимости
времени релаксации и функции охлаждения от температуры и плотности зву-
ковые волны в колебательно-возбужденном газе оказываются неустойчивыми.
При этом акустический инкремент достигает максимума, когда период зву-
ковых волн τ𝑠 сопоставим со временем релаксации τ, а в высокочастотной
области спектра τ𝑠 ≲ τ за счет вязкости и теплопроводности происходит ста-
билизация акустической неустойчивости.

Ключевые слова: неравновесный газ, колебательная релаксация, вре-
мя релаксации, акустическая неустойчивость, скорость звука, запрещенные
частоты, нагрев и охлаждение.
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Введение

Неустойчивость звуковых волн в неравновесном колебательно-возбужденном газе
может возникать, если в процессе VT-релаксации часть колебательной энергии молекул
подпитывает энергию волны, увеличивая ее амплитуду. В этом случае неравновесная
среда становится акустической активной и в ней развивается акустическая неустойчи-
вость, которая связана с появлением положительной обратной связи между газодинами-
ческим возмущением и неравновесным тепловыделением (критерий Рэлеевской акусти-
ческой неустойчивости) [8; 10; 17; 18].

Ранее в работах [1; 6; 9; 11; 19] исследовалась линейная динамики звуковых в аку-
стически активной неравновесной среде и получены дисперсионные уравнения в различ-
ных приближениях. Динамика акустических волн в приближении квадратичной нели-
нейности рассматривалась в работах [6; 7; 19; 21] и были изучены структура слабых
ударных волн и автоволновые импульсы в неравновесном газе. Нелинейная динамика
акустической неустойчивости и структура ударных волн исследовались в [12–14] на ос-
нове численного газодинамического моделирования. Было обнаружено, что в процессе
взаимодействия газодинамических возмущений (звуковых волн и слабых ударных волн)
с неравновесной средой происходит перестройка частоты этих возмущений. Возникают
новые волновые структуры (ударно-волновые импульсы), которые практически не за-
висят от начальной частоты возмущений. Поэтому построение границ устойчивости и
областей запрещенных частот является актуальной задачей.

Целью работы является детальный анализ дисперсионного уравнения, описываю-
щего линейную динамику акустической неустойчивости. В п. 1 выводится общее волно-
вое уравнение для линейных возмущений в неравновесном газе. В п. 2 и 3 проводится
анализ дисперсионного уравнения, определяются границы устойчивости акустических
волн и области запрещенных частот в зависимости от параметров неравновесной среды.

1. Волновое уравнение и закон дисперсии

Рассмотрим тонкий плоскопараллельный канал, заполненный неравновесным коле-
бательно-возбужденным газом. Если длина канала много больше его толщины и ши-
рины, то можно ограничиться одномерным приближением и описывать газовою среду
усредненными вдоль поперечных координат канала параметрами: плотностью 𝜚, дав-
лением 𝑝, скоростью течения вдоль канала 𝑢, термодинамической 𝑇 и колебательной
𝑇ν температурами, соответственно. Внутри канала на газ воздействует источник на-
грева 𝑄, который увеличивает удельную колебательную температуру газа εν(𝑇ν) и 𝑇ν.
В процессе колебательной релаксации за характерное время τ(𝜚, 𝑇 ) происходит перекач-
ка колебательной энергию газа в тепло с увеличением температуры 𝑇 и для создания
неравновесного состояния с 𝑇 < 𝑇ν необходимо наличие теплоотвода Λ. Динамику такой
неравновесной среды можно описывать системой газодинамических уравнений, включа-
ющей законы сохранения массы, импульса, тепловой и колебательной энергий [1; 11; 12].
Эта система уравнений замыкается уравнением состояния идеального газа с заданными
значениями показателя адиабаты γ и газовой постоянной 𝑅 [12].

В качестве начального стационарного состояния рассмотрим однородную покоящу-
юся среду: {𝜚0, 𝑝0, 𝑇0, 𝑄0, Λ0, τ0} = const, 𝑢0 = 0. Из уравнений баланса тепловой и
колебательной энергий [12] в стационарном состоянии получаем следующие соотноше-
ния: 𝑄0 = Λ0 и εν(𝑇ν0)− ε𝑒ν(𝑇0) = τ0𝑄0. Из последнего при заданных значениях 𝑇0, 𝑄0,
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τ0 и θν получаем выражение для колебательной температуры 𝑇ν0:

𝑇ν0 = 𝑇0 θ̄

[︂
ln

θ̄ exp θ̄+ 𝑆 (exp θ̄− 1)

θ̄+ 𝑆 (exp θ̄− 1)

]︂−1

, (1)

где θ̄ =
θν

𝑇0

, θν — характеристическая колебательная температура, 𝑆 =
τ0𝑄0

𝑅𝑇0

— безраз-

мерный параметр, характеризующий степень неравновесности среды. Из (1) при 𝑆 = 0
получаем 𝑇ν0 = 𝑇0, а в случае 𝑆 > 0 имеем 𝑇ν0 > 𝑇0.

Проводя стандартную процедуру линеаризации системы уравнений, описывающих
динамику неравновесного газа [12], то есть представляя все газодинамические величины
в виде 𝑓 = 𝑓0 + ̃︀𝑓 и ограничиваясь только линейными по возмущениям ̃︀𝑓 слагаемыми
(| ̃︀𝑓 | ≪ |𝑓0|), получим следующую систему линеаризованных уравнений:

𝜕̃︀𝜚
𝜕𝑡

= −𝜚0
𝜕̃︀𝑢
𝜕𝑥

, (2)

𝜚0
𝜕̃︀𝑢
𝜕𝑡

= −𝜕̃︀𝑝
𝜕𝑥

+ 𝜚0µ0
𝜕2̃︀𝑢
𝜕𝑥2

, (3)

𝜕̃︀𝑝
𝜕𝑡

− 𝑐2∞
𝜕̃︀𝜚
𝜕𝑡

= −γ1𝜚0
𝜕̃︀εν
𝜕𝑡

− 𝐵1

τ0
̃︀𝑝+ 𝐵2

τ0
𝑐2∞̃︀𝜚 + 𝜒0

𝜕2̃︀𝑝
𝜕𝑥2

− 𝜒0𝑐
2
∞

γ

𝜕2̃︀𝜚
𝜕𝑥2

, (4)

𝜕̃︀εν
𝜕𝑡

= −̃︀εν
τ0

+
[(𝐴1 −𝐵1)̃︀𝑝− (𝐴2 −𝐵2)𝑐

2
∞̃︀𝜚]

γ1𝜚0τ0
, (5)

где 𝐴1 = γ1[𝐶ν+𝑆(τ𝑇 +Λ𝑇 )]; 𝐴2 =
γ1

γ
[𝐶ν+𝑆(τ𝑇 − τ𝜚+Λ𝑇 −Λ𝜚)]; 𝐵1 = γ1𝑆(Λ𝑇 −𝑄𝑇 );

𝐵2 =
γ1

γ
𝑆(𝑄𝜚 −𝑄𝑇 −Λ𝜚 +Λ𝑇 ); µ0 =

(︂
4

3
µ01 + µ02

)︂
; µ01 и µ02 — коэффициенты первой

и второй кинематической вязкости; 𝜒0 = γ1𝜕𝑒0/𝑅𝜚0 — коэффициент температуропровод-
ности; 𝜕𝑒0 — коэффициент теплопроводности; γ1 = γ − 1; 𝑐∞ =

√︀
γ𝑝0/𝜚0 — высокоча-

стотная «замороженная» скорость звука; 𝑓𝑔 =
(︂
𝜕 ln 𝑓

𝜕 ln 𝑔

)︂
0

, 𝑓 = {τ, 𝑄,Λ}; 𝑔 = {𝜚, 𝑇}. Для

безразмерной величины 𝐶ν, характеризующей удельную теплоемкость колебательных
движений молекул в равновесном состоянии, имеем [12]:

𝐶ν =
1

𝑅

(︂
𝜕ε𝑒ν
𝜕𝑇

)︂
0

= θ̄ 2 exp θ̄

(exp θ̄− 1)
2 .

Исключая из системы уравнений (2)–(5) величины ̃︀𝑢, ̃︀𝑝 и ̃︀εν , получим в ито-
ге волновое уравнение, описывающее динамику малых возмущений в неравновесном
колебательно-возбужденном газе:

𝜕

𝜕𝑡

[︂
𝜕2̂︀𝜚1
𝜕𝑡2

− 𝑐2∞
𝜕2̂︀𝜚2
𝜕𝑥2

]︂
+

𝐵1

τ0

𝜕2̃︀𝜚
𝜕𝑡2

− 𝐵2𝑐
2
∞

τ0

𝜕2̃︀𝜚
𝜕𝑥2

= 𝜒0
𝜕2

𝜕𝑥2

[︂
𝜕2̂︀𝜚
𝜕𝑡2

− 𝑐2∞
γ

𝜕2̂︀𝜚
𝜕𝑥2

− µ0
𝜕3̂︀𝜚
𝜕𝑡𝜕𝑥2

]︂
+ µ0

𝜕3

𝜕𝑡𝜕𝑥2

[︂
𝜕̂︀𝜚1
𝜕𝑡

+
𝐵1

τ0
̃︀𝜚]︂ , (6)

где ̂︀𝜚 = ̃︀𝜚+ τ0
𝜕̃︀𝜚
𝜕𝑡

, ̂︀𝜚𝑗 = 𝐴′
𝑗̃︀𝜚+ τ0

𝜕̃︀𝜚
𝜕𝑡

, 𝐴′
𝑗 = 1 + 𝐴𝑗 , 𝑗 = {1, 2}.
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Подставляя в уравнение (6) решение в виде плоской гармонической волны ̃︀𝜚(𝑡, 𝑥) ∝
∝ exp{−𝑖ω𝑡 + 𝑖𝑘𝑥} с частотой ω и комплексным волновым числом 𝑘 = 𝑘𝑟 + 𝑖𝑘𝑖
получим уравнение, определяющее закон дисперсии линейных волн в неравновесном
колебательно-возбужденном газе:

�̄�

[︂
ω̄

(︂
µ̄+

1

γ

)︂
+ 𝑖

(︂
1

γ
− ω̄2µ̄

)︂]︂
𝑘4+

+
{︀
ω̄
[︀
𝐴′

2 + µ̄𝐵1 − ω̄2(�̄�+ µ̄)
]︀
+ 𝑖
[︀
𝐵2 − ω̄2(1 + �̄�+ 𝐴′

1µ̄)
]︀}︀

𝑘2−
− ω̄2

[︀
ω̄𝐴′

1 + 𝑖
(︀
𝐵1 − ω̄2

)︀]︀
= 0 ,

(7)

где введены следующие безразмерные величины ω̄ = ωτ0; 𝑘 = 𝑘τ0𝑐∞; µ̄ = µ0/(τ0𝑐
2
∞) и

�̄� = 𝜒0/(τ0𝑐
2
∞). Уравнение (7) является биквадратным и имеет в общем случае четыре

аналитических решения — по две звуковых и энтропийных мод колебаний, распростра-
няющихся в противоположных направлениях от источника возмущений.

Закон дисперсии 𝑘(ω̄) линейных волн, описываемых уравнением (7), определяется
значениями параметров: γ, µ̄, �̄�, 𝐶ν, 𝑆, τ𝜚, τ𝑇 , Λ𝜚, Λ𝑇 , 𝑄𝜚 и 𝑄𝑇 . Оценим диапазоны зна-
чений этих параметров, при которых возможно развитие акустической неустойчивости
и применима рассматриваемая модель VT-релаксации.

Во всех моделях, описывающих колебательно-поступательную релаксацию (VT-
релаксацию) зависимость времени релаксации от плотности среды: τ ∝ 𝜚−1, то есть
τ𝜚 = −1. В реальных средах характерное время релаксационных процессов являет-
ся сложной функцией температуры τ(𝑇 ). Для конкретных газовых смесей зависимость
τ(𝑇 ) определяется экспериментально и может быть аппроксимирована формулой Лан-
дау — Теллера [2–5; 16; 20], а параметр τ𝑇 может изменяться в широком диапазоне
значений (например, от -10 до 0) в зависимости от температуры и состава газовой сме-
си. В основном, модели колебательной релаксации строятся для многоатомных молекул
(чаще всего для двух- и трехатомных, реже с большим количеством атомов), а с учетом
одноатомных молекул в газовых смесях при нормальных условиях можно ограничиться
следующими значениями показателя адиабаты γ ≈ 1, 2– 1,5 и коэффициентов вязкости
и температуропроводности µ̄ ∼ �̄� ≈ 10−6 – 10−4. Величина удельной колебательной теп-
лоемкости сильно зависит от отношения θν/𝑇 и может изменяться в широком диапазоне
значений 𝐶ν ≈ 10−4 – 10−2. Степень неравновесности среды 𝑆 характеризует отклонение
колебательной температуры от равновесной и при превышении некоторого критического
значения может приводить к возникновению акустической неустойчивости. Для опреде-
ленности ограничимся диапазоном 𝑆 ≈ 0– 5, внутри которого заведомо находится это
критическое значение для рассматриваемых параметров газовых сред.

Параметры 𝑄𝜚, 𝑄𝑇 , Λ𝜚 и Λ𝑇 , определяющие законы нагрева и охлаждения газовых
сред, также могут изменятся в широком диапазоне значений. Так, например, в модели
оптически тонкого газового слоя, когда излучательная способность вещества опреде-
ляется тепловым тормозным излучением (свободно-свободное излучение), имеем [15]:
Λ(𝜚, 𝑇 ) ∝ 𝜚 𝑇 1/2, то есть Λ𝜚 = 1, Λ𝑇 = 0, 5. В модели оптически толстого газово-
го слоя функция охлаждения может быть аппроксимирована следующей зависимостью
[15]: Λ(𝜚, 𝑇 ) ∝ κ−1𝜚−2 𝑇 4, где κ(𝜚, 𝑇 ) — непрозрачность слоя в общем случае, зависящая
от плотности и температуры среды. В случае томсоновского рассеяния на электронах
κ = const и соответственно Λ𝜚 = −2, Λ𝑇 = 4. А для закона Крамерса κ ∝ 𝜚𝑇−7/2

имеем: Λ𝜚 = −3, Λ𝑇 = 7, 5. Если рассматривать функцию нагрева 𝑄(𝜚, 𝑇 ) как нагрев
внешним излучением, то можно использовать аналогичные модели, рассмотренные вы-
ше для охлаждения. Возможны и другие физические механизмы нагрева и охлаждения
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газового слоя, включая нагрев электрическим и СВЧ-разрядом, для которых значения
параметров 𝑄𝜚, 𝑄𝑇 , Λ𝜚 и Λ𝑇 могут сильно варьироваться.

В качестве базовых значений безразмерных параметров линейной модели выберем
следующие: γ = 1, 4, µ̄ = �̄� = 0, 𝐶ν = 10−3, 𝑆 = 1, τ𝜚 = −1, τ𝑇 = −2, Λ𝜚 = Λ𝑇 = 𝑄𝜚 =
= 𝑄𝑇 = 0. Далее, если явно не указаны значения этих параметров, то принимаются их
базовые значения.

2. Анализ решений дисперсионного уравнения

В рассматриваемом случае µ̄ ≪ 1, �̄� ≪ 1 влияние вязкости и теплопроводности на
закон дисперсии звуковых волн пренебрежимо мало и сводится, в основном, к уменьше-
нию акустического инкремента (α = −𝑘𝑖) в высокочастотной области спектра ω̄ ≫ 1.
Поэтому, полагая в уравнении (7) µ̄ = �̄� = 0, получим:

ω̄2 = 𝑐 2(ω̄) 𝑘2, где 𝑐 2 =
ω̄𝐴′

2 + 𝑖(𝐵2 − ω̄2)

ω̄𝐴′
1 + 𝑖(𝐵1 − ω̄2)

. (8)

Если обозначить 𝑐 = 𝑐𝑟 + 𝑖 𝑐𝑖, то из (8) можно выразить волновое число (для определен-
ности выберем положительное направление распространения возмущений):

𝑘 =
ω̄

𝑐 ′
− 𝑖 ᾱ , (9)

где 𝑐 ′ = 𝑐𝑟 + 𝑐 2𝑖 /𝑐𝑟 — безразмерная фазовая скорость звуковых волн, ᾱ = ω̄𝑐𝑖/(𝑐
2
𝑟 + 𝑐 2𝑖 )

— безразмерный акустический инкремент (амплитуда звуковой волны нарастает при
ᾱ > 0). Для размерных значений фазовой скорости и акустического инкремента имеем:
𝑐 ′ = 𝑐 ′𝑐∞, α = ᾱ/(τ0𝑐∞).

Проанализируем решения дисперсионного уравнения (8) в нескольких предель-
ных случаях. В высокочастотном пределе (ω̄ ≫ 1) для фазовой скорости получа-
ем lim

ω̄→∞
𝑐 ′(ω̄) = 1 (𝑐 ′ → 𝑐∞), а для акустического инкремента имеем lim

ω̄→∞
ᾱ(ω̄) =

=
𝐴2 − 𝐴1

2
= ᾱ∞, где

ᾱ∞ = −γ1

2γ
{γ1𝐶ν + 𝑆 [γ1(τ𝑇 + Λ𝑇 ) + τ𝜚 + Λ𝜚]} . (10)

Из соотношения (10) можно определить критическое значения степени неравновесности
среды 𝑆𝐼 , удовлетворяющее уравнению ᾱ∞(𝑆𝐼) = 0:

𝑆𝐼 =
γ1𝐶ν

γ1(−τ𝑇 − Λ𝑇 )− τ𝜚 − Λ𝜚

. (11)

При 𝑆 > 𝑆𝐼 (𝐴2 > 𝐴1) звуковые волны оказываются неустойчивыми ᾱ∞ > 0. Выра-
жение (11) является обобщением на случай произвольных законов охлаждения Λ(𝜚, 𝑇 )
критерия устойчивости звуковых волн, полученного ранее в работах [6; 19].

Поскольку по определению 𝐶ν > 0, то положительное значение 𝑆𝐼 в (11) можно
получить только при выполнении условия γ1(−τ𝑇 −Λ𝑇 )−τ𝜚−Λ𝜚 > 0, которое позволяет
определить критическое значение τ*𝑇 как функцию параметров γ, τ𝜚, Λ𝜚 и Λ𝑇 :

τ*𝑇 = −τ𝜚 + Λ𝜚

γ− 1
− Λ𝑇 . (12)
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При τ𝑇 < τ*𝑇 звуковые волны могут быть неустойчивы в случае 𝑆 > 𝑆𝐼 , а для τ𝑇 > τ*𝑇
акустическая неустойчивость не возникает при любых сколь угодно больших значениях
неравновесности среды 𝑆.

Рассмотрим предел низкочастотного звука ω̄ ≪ 1 в предположении 𝑄 = const и
Λ = const, то есть 𝑄𝜚 = 𝑄𝑇 = Λ𝜚 = Λ𝑇 = 0 (𝐵1 = 𝐵2 = 0). В работах [6; 19] наряду
с величиной 𝑆𝐼 были введены параметры 𝑆𝐼𝐼 и 𝑆𝐼𝐼𝐼 , которые разделяют области нерав-
новесности среды с качественно различающимися законами акустической дисперсии.
Выражения для этих параметров можно получить из уравнений 𝐴 ′

1 = 0 и 𝐴 ′
2 = 0:

𝑆𝐼𝐼 =
1 + γ1𝐶ν

−γ1τ𝑇
, 𝑆𝐼𝐼𝐼 =

γ+ γ1𝐶ν

γ1(τ𝜚 − τ𝑇 )
. (13)

Проанализируем поведение фазовой скорости звуковых волн 𝑐 ′(ω̄) и акустического
инкремента ᾱ(ω̄) при различных значениях степени неравновесности среды 𝑆. Из реше-
ний дисперсионного уравнения (8) в низкочастотном пределе ω̄ ≪ 1 при 𝐵1 = 𝐵2 = 0
следует:

1) 𝑆𝐼 ≤ 𝑆 < 𝑆𝐼𝐼 (𝐴 ′
1 > 0, 𝐴 ′

2 > 0, 𝐴 ′
2 > 𝐴 ′

1) — акустический инкремент ᾱ(ω̄) ∝ ω̄2,
а фазовая скорость при ω̄ → 0 имеет конечный предел 𝑐 ′0 ≡ 𝑐 ′(0) =

√︀
𝐴 ′

2/𝐴
′
1 > 1

(отрицательная акустическая дисперсия);

2) 𝑆 = 𝑆𝐼𝐼 (𝐴 ′
1 = 0, 𝐴 ′

2 > 0) — ᾱ(ω̄) ∝ ω̄3/2, 𝑐 ′(ω̄) ∝ ω̄−1/2 → ∞;

3) 𝑆𝐼𝐼 < 𝑆 < 𝑆𝐼𝐼𝐼 (𝐴 ′
1 < 0, 𝐴 ′

2 > 0) — ᾱ(ω̄) ∝ ω̄, 𝑐 ′(ω̄) ∝ ω̄−1 → ∞;

4) 𝑆 = 𝑆𝐼𝐼𝐼 (𝐴 ′
1 < 0, 𝐴 ′

2 = 0) — ᾱ(ω̄) ∝ ω̄1/2, 𝑐 ′(ω̄) ∝ ω̄1/2 → 0;

5) 𝑆 > 𝑆𝐼𝐼𝐼 (𝐴 ′
1 < 0, 𝐴 ′

2 < 0, |𝐴 ′
2| < |𝐴 ′

1|) — акустический инкремент ᾱ(ω̄) ∝ ω̄2,
а фазовая скорость при ω̄ → 0 имеет конечный предел 𝑐 ′0 =

√︀
|𝐴 ′

2|/|𝐴 ′
1| < 1

(положительная акустическая дисперсия).

Видно, что в случае 𝑆𝐼𝐼 ≤ 𝑆 < 𝑆𝐼𝐼𝐼 фазовая скорость низкочастотного звука
становится аномально высокой и обращается в бесконечность при ω̄ → 0. Эти аномаль-
ные бесконечные значения 𝑐 ′ являются следствием нефизичных («фантомных») решений
дисперсионного уравнения (8), лежащих в области запрещенных частот. Для выделения
физически корректных решений уравнения (8) и определения границ областей запре-
щенных частот введем наблюдаемые характеристики акустических волн — среднюю
плотность волновой энергии 𝐸𝑠 и ее потока 𝐹𝑠, а также скорость переноса энергии в
звуковой волне (скорость звука) 𝑐𝑠:

𝐸𝑠 =
𝑐2∞𝜚2

2𝜚0
Re(𝑐 2), 𝐹𝑠 =

𝑐3∞𝜚2

2𝜚0
Re(𝑐 3), 𝑐𝑠 =

𝐹𝑠

𝐸𝑠

= 𝑐∞
Re(𝑐 3)
Re(𝑐 2)

. (14)

Далее удобно пользоваться безразмерными величинами 𝑐𝑠 = 𝑐𝑠/𝑐∞, �̄�𝑠 = Re(𝑐 2), 𝐹𝑠 =
= Re(𝑐 3).

В рассматриваемом случае покоящейся среды и выбранного положительного на-
правления распространения возмущений (𝑘𝑟 > 0) величины 𝐸𝑠 и 𝐹𝑠 должны быть поло-
жительными, что позволяет сформулировать алгоритм выделения физически корректных
решений (8):

— если одновременно выполняются условия Re(𝑐 2) > 0 и Re(𝑐 3) > 0, то решения
физически корректны, и скорость переноса энергии в звуковой волне (скорость
звука) определяется по (14);
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— в противном случае, когда Re(𝑐 2) < 0 и/или Re(𝑐 3) < 0, то попадаем в область
Ω(ω̄, 𝑆) запрещенных частот («фантомных» решений), в которой звуковые волны
распространяться не могут.

Для фиксированного значения 𝑆 найдем неотрицательные вещественные корни
уравнений Re(𝑐 2) = 0 и Re(𝑐 3) = 0:

ω̄𝐸 = Re
√︀
−𝐴 ′

1𝐴
′
2 ≥ 0 , ω̄𝐹 = Re

[︃
ᾱ∞√
3
±
√︂

ᾱ2
∞
3

− 𝐴 ′
1𝐴

′
2

]︃
≥ 0 .

Минимальный и максимальный корни ω̄𝐹 обозначим как ω̄𝐹 min и ω̄𝐹 max соответствен-
но. Тогда область запрещенных частот ω̄* определяется следующим неравенством:

ω̄𝐹 min(𝑆) ≤ ω̄*(𝑆) ≤ max [ω̄𝐸(𝑆), ω̄𝐹 max(𝑆)] . (15)

На основе (15) были определены границы областей запрещенных частот на плос-
кости параметров (ω̄, 𝑆) при различных значениях γ и τ𝑇 , показанные на рисунке 1.
С увеличением γ область Ω опускается по оси 𝑆 и расширяется по оси ω̄. При умень-
шении параметра τ𝑇 происходит сжатие области запрещенных частот Ω. Для сравнения
на рисунке 1 показаны также уровни степени неравновесности 𝑆𝐼𝐼 и 𝑆𝐼𝐼𝐼 , которые пе-
ресекают область Ω и демонстрируют наличие запрещенных частот ω̄* при 𝑆 < 𝑆𝐼𝐼 и
𝑆 > 𝑆𝐼𝐼𝐼 .

0
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4

5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

SII

SIII

S

ω̄

Ω1
Ω2
Ω3
Ω4

Рис. 1. Области Ω (�̄�𝑠 < 0 и/или 𝐹𝑠 < 0) запрещенных частот звуковых волн
на плоскости параметров (ω̄, 𝑆) при различных значениях γ и τ𝑇 :

Ω1 — γ = 1, 3, τ𝑇 = −2; Ω2 — γ = 1, 4, τ𝑇 = −2;
Ω3 — γ = 1, 3, τ𝑇 = −3; Ω4 — γ = 1, 4, τ𝑇 = −3.

Для зоны Ω1 показаны уровни степени неравновесности, равные 𝑆𝐼𝐼 и 𝑆𝐼𝐼𝐼 из (13)

На рисунке 2, a показаны зависимости скорости звука (переноса энергии) 𝑐𝑠 и
фазовой скорости 𝑐 ′ от частоты ω̄ для трех значений степени неравновесности среды
𝑆 = {1, 2, 4} при фиксированных значениях γ = 1, 4 и τ𝑇 = −2. С учетом заданных
параметров из (13) имеем: 𝑆𝐼𝐼 ≃ 1, 25 и 𝑆𝐼𝐼𝐼 ≃ 3, 5. Анализ соотношения (15) при
𝑆 = 1 показывает отсутствие запрещенных частот. В этом случае хорошо видно, что
в области сильной дисперсии (ω̄ ∼ 0, 1–1) скорость звука 𝑐𝑠 оказывается меньше 𝑐 ′, а
когда дисперсия становится незначительной (ω̄ ≪ 1 или ω̄ ≫ 1), то 𝑐𝑠 → 𝑐 ′. При 𝑆 = 2
из (15) получаем следующий диапазон запрещенных частот 0 ≤ ω̄* ≲ 0, 89, а в случае
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𝑆 = 4 имеем полосу запрещенных частот 0, 39 ≤ ω̄* ≲ 0, 8. Из рисунка 2, a видно, что с
приближением к границам запрещенного диапазона частот скорость звука 𝑐𝑠 монотонно
уменьшается до нуля. Область «фантомных» решений для фазовой скорости выделена
на этом рисунке точечной линией.

Зависимости акустического инкремента ᾱ от частоты с выделенными точечными
линями участками запрещенных частот («фантомных» решений) представлены на ри-
сунке 2, b. В модели без учета вязкости и теплопроводности (µ̄ = �̄� = 0) видно, что на
частотах ω̄ ≳ 10 акустический инкремент достигает плато со значением равным ᾱ∞.

0
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Рис. 2. Зависимости скорости переноса энергии в звуковой волне 𝑐𝑠 (a), фазовой скорости
звука 𝑐 ′ (a) и акустического инкремента ᾱ (b) от частоты ω̄ при различных значениях 𝑆.

Точечными линиями показаны нефизичные («фантомные») решения, соответствующие
запрещенным частотам на рисунке 1. Пунктирной линией на (b) показано влияние вязкости
и теплопроводности (µ̄ = �̄� = 10−4) на акустический инкремент в высокочастотной области

спектра ω̄ ≫ 1

Пунктирными линиями на этом рисунке продемонстрировано влияние вязкости и
теплопроводности на неустойчивость звуковых волн, приводящее к стабилизации аку-
стической неустойчивости в высокочастотной области спектра при ω̄ > ω̄𝑐𝑟𝑖𝑡. Для крити-
ческой частоты ω̄𝑐𝑟𝑖𝑡 из полного дисперсионного уравнения (7) в предположении ᾱ ≪ 𝑘𝑟
можно получить следующую оценку:

ω̄𝑐𝑟𝑖𝑡 ≈
√︃

2 ᾱ∞

µ̄+ �̄� (1− 1/γ)
. (16)

3. Влияние нагрева и охлаждения

Проанализируем влияние законов нагрева 𝑄(𝜚, 𝑇 ) и охлаждения Λ(𝜚, 𝑇 ), которые
задаются значениями параметров (𝑄𝜚, 𝑄𝑇 ) и (Λ𝜚,Λ𝑇 ), на дисперсию звуковых волн и
акустический инкремент. Для высокочастотного звука (ω̄ ≫ 1) законы нагрева и охла-
ждения практически не оказывают никакого влияния на закон дисперсии 𝑐 ′(ω̄), и при
ω̄ → ∞ получаем тот же предел для фазовой скорости 𝑐 ′ → 1 (𝑐 ′ → 𝑐∞) как и в случае
постоянства нагрева и охлаждения. Из соотношений (10)–(12) следует, что на неустой-
чивость звуковых волн в высокочастотной области спектра законы нагрева (𝑄𝜚, 𝑄𝑇 ) не
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влияют, а значения величин ᾱ∞, 𝑆Λ и τ*𝑇 линейным образом зависят от параметров
(Λ𝜚,Λ𝑇 ).

Проанализируем поведение фазовой скорости звуковых волн 𝑐 ′(ω̄) и акустического
инкремента ᾱ(ω̄) при произвольных законах нагрева (𝑄𝜚, 𝑄𝑇 ) и охлаждения (Λ𝜚,Λ𝑇 ).
Из решений дисперсионного уравнения (8) в низкочастотном пределе ω̄ ≪ 1 следует:

1) 𝐵1𝐵2 > 0 — акустический инкремент ᾱ(ω̄) ∝ ± ω̄2, а фазовая скорость при
ω̄ → 0 имеет конечный предел 𝑐 ′0 =

√︀
𝐵2/𝐵1, и в случае |𝐵2| > |𝐵1| получаем

отрицательную акустическую дисперсию 𝑐 ′0 > 1;

2) 𝐵1𝐵2 < 0 — ᾱ(ω̄) ∝ ± ω̄, 𝑐 ′(ω̄) ∝ ω̄−1 → ∞;

3) 𝐵1𝐵2 = 0 — ᾱ(ω̄) ∝ ± ω̄3/2, 𝑐 ′(ω̄) ∝ ω̄1/2 → 0.

Видно, что с учетом законов нагрева и охлаждения величины 𝑆𝐼𝐼 и 𝑆𝐼𝐼𝐼 теряют
смысл, а в качестве параметров, разделяющих области неравновесности среды с каче-
ственно различающимися законами акустической дисперсии, теперь выступают коэффи-
циенты 𝐵1 и 𝐵2. При 𝐵1𝐵2 < 0 фазовая скорость низкочастотного звука становится
аномально высокой и обращается в бесконечность при ω̄ → 0, что является следствием
нефизичных («фантомных») решений дисперсионного уравнения (8), лежащих в обла-
сти запрещенных частот. Аналогично разрешая уравнения Re(𝑐 2) = 0 и Re(𝑐 3) = 0
относительно частот ω̄𝐸 и ω̄𝐹 получим:

ω̄𝐸 =
1√
2

Re
[︁
−𝐷 ±

√︀
𝐷2 − 4𝐵1𝐵2

]︁1/2
≥ 0 ,

ω̄4
𝐹 ∓ 2 ᾱ∞√

3
ω̄3

𝐹 +𝐷 ω̄2
𝐹 ± 𝐴 ′

2𝐵1 − 𝐴 ′
1𝐵2√

3
ω̄𝐹 +𝐵1𝐵2 = 0 ,

где 𝐷 = (𝐴 ′
1𝐴

′
2 − 𝐵1 − 𝐵2), из восьми корней ω̄𝐹 выбираем только вещественные неот-

рицательные ω̄𝐹1 ≤ ω̄𝐹2 ≤ ω̄𝐹3 ≤ ω̄𝐹4. В общем случае для фиксированного значения
𝑆 имеем две области запрещенных частот (ω̄*):

ω̄𝐹1 ≤ ω̄* ≤ max [ω̄𝐸1, ω̄𝐹2] , ω̄𝐹3 ≤ ω̄* ≤ max [ω̄𝐸2, ω̄𝐹4] . (17)

На рисунке 3 показаны границы областей запрещенных частот Ω на плоскости
параметров (ω̄, 𝑆) при различных значениях τ𝑇 , Λ𝜚 и Λ𝑇 , рассчитанные по (17) при
фиксированных γ = 1, 4 и 𝑄𝜚 = 𝑄𝑇 = 0. Области Ω1 и Ω2 соответствуют случаю
𝐵1𝐵2 < 0, а Ω3 и Ω4 — случаю 𝐵1𝐵2 > 0. Видно, что зоны Ω1,2 прижаты к оси 𝑂𝑦
(𝑆) и имеют только одну границу в низкочастотной области 0 < ω̄ < 1, которая при
𝑆 ≫ 1 асимптотически становится параллельна оси 𝑂𝑦. При уменьшении параметра τ𝑇
происходит сжатие области запрещенных частот. Область Ω3 ограничена как по частоте,
так и по степени неравновесности (0, 5 < ω̄ < 2, 5 и 1 < 𝑆 < 5). При фиксированном
𝑆 эта зона имеет от двух до четырех (в окрестности изломов профиля) граничных
значений частоты в соответствии с (17). С ростом параметра Λ𝑇 (зона Ω4) происходит
быстрое расширение области запрещенных частот и смещение ее нижней границы в
сторону больших значений параметров ω̄ и 𝑆, а увеличение параметра Λ𝜚 уменьшает
этот эффект.
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Рис. 3. Области Ω запрещенных частот звуковых волн на плоскости параметров (ω̄, 𝑆)
при различных значениях τ𝑇 , Λ𝜚 и Λ𝑇 :

Ω1 — τ𝑇 = −2, Λ𝜚 = 1 и Λ𝑇 = 0, 5; Ω2 — τ𝑇 = −4, Λ𝜚 = 1 и Λ𝑇 = 0, 5;
Ω3 — τ𝑇 = −4, Λ𝜚 = 0 и Λ𝑇 = 2; Ω4 — τ𝑇 = −4, Λ𝜚 = 1 и Λ𝑇 = 4.

Пунктирными линями показаны границы устойчивости (18) — ω̄α1 и ω̄α3.
Точечными линиями показаны продолжения границ устойчивости ω̄α в зону запрещенных

частот Ω1 и Ω3

Характерной особенностью зон Ω1,2,3 является наличие излома профиля границы в
одной или двух точках, в которых акустический инкремент ᾱ обращается в ноль. Соот-
ветственно, через эти точки проходит кривая ω̄α(𝑆), которая определяется из решения
уравнения ᾱ(ω̄, 𝑆) = 0 :

ω̄α = Re

√︃
𝐴 ′

2𝐵1 − 𝐴 ′
1𝐵2

2 ᾱ∞
. (18)

Величина ω̄α(𝑆) — граница акустической неустойчивости, которая разделят области
затухания ᾱ(ω̄ < ω̄α) < 0 и нарастания ᾱ(ω̄ > ω̄α) > 0 звуковых волн на плоскости
параметров (ω̄, 𝑆).

Качественно аналогичная картина распределения областей запрещенных частот Ω
и границ устойчивости ω̄α на плоскости параметров (ω̄, 𝑆) наблюдается и для раз-
личных моделей нагрева 𝑄(𝜚, 𝑇 ), но только при отрицательных значениях параметров
𝑄𝜚, 𝑄𝑇 , так как эти параметры входят в выражения для коэффициентов 𝐵1 и 𝐵2 с
противоположным знаком по отношению к величинам Λ𝜚 и Λ𝑇 .

На рисунке 4 показаны зависимости скорости звука (переноса энергии) 𝑐𝑠 и аку-
стического инкремента ᾱ от частоты ω̄ для различных значений степени неравновес-
ности среды 𝑆, моделей охлаждения (Λ𝜚, Λ𝑇 ) и релаксации (τ𝑇 ), рассмотренных при
построении областей запрещенных частот Ω на рисунке 3. Кривые 1, 2 и 3 соответству-
ют моделям с областями запрещенных частот Ω1 и Ω2 при двух значениях параметра
𝑆 = {1, 4}. В этом случае звуковые волны с частотами ω̄ ≤ ω̄𝑚 (ω̄𝑚 = max [ω̄𝐸1, ω̄𝐹2])
не могут распространятся в среде, так как при приближении к границе запрещенного
диапазона частот ω̄𝑚 скорость звука 𝑐𝑠 монотонно уменьшается до нуля (см. рис. 4, a).
Соответственно для кривых 1, 2 и 3 имеем: ω̄𝑚 ≈ {0.42, 0.97, 0.32}. Кривые 4 и 5
соответствуют модели с областью запрещенных частот Ω3. При 𝑆 = 1 (кривая 4) аку-
стические волны могут распространяться во всем диапазоне частот, а в случае 𝑆 = 2
(кривая 5) имеем полосу запрещенных частот 0, 79 ≲ ω̄* ≲ 1, 72. На рисунке 4, a для
демонстрации аномального закона дисперсии в области запрещенных частот приведена
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зависимость фазовой скорости 𝑐 ′ (кривая 6). Область «фантомных» решений выделена
на этом рисунке точечной линией.

Зависимости акустического инкремента от частоты с выделенными точечными ли-
ниями участками запрещенных частот («фантомных» решений) представлены на рисун-
ке 4 b. На кривых 1, 4 и 5 можно выделить области затухания и нарастания звуковых
волн и определить границы акустической неустойчивости (18), равные соответственно
ω̄α ≈ {1, 0, 94, 1, 15}. Отметим, что для кривой 5 значение ω̄α лежит внутри запрещен-
ного диапазона частот.
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Рис. 4. Зависимости скорости звука 𝑐𝑠 (a) и акустического инкремента ᾱ (b) от частоты ω̄

для различных моделей охлаждения (Λ𝜚, Λ𝑇 ), релаксации τ𝑇 и значений параметра 𝑆:
1 — Λ𝜚 = 1, Λ𝑇 = 0, 5, τ𝑇 = −2, 𝑆 = 1;
2 — Λ𝜚 = 1, Λ𝑇 = 0, 5, τ𝑇 = −2, 𝑆 = 4;
3 — Λ𝜚 = 1, Λ𝑇 = 0, 5, τ𝑇 = −4, 𝑆 = 4;
4 — Λ𝜚 = 0, Λ𝑇 = 2, τ𝑇 = −4, 𝑆 = 1;
5 — Λ𝜚 = 0, Λ𝑇 = 2, τ𝑇 = −4, 𝑆 = 2.

Кривая 6 — фазовая скорость 𝑐 ′ для модели 5.
Точечными линиями показаны нефизичные («фантомные») решения, соответствующие

запрещенным частотам на рисунке 3 (области Ω1,2,3)

Из проведенного анализа решений дисперсионного уравнения (8) следует, что в
случае 𝑄𝜚 = 𝑄𝑇 = Λ𝜚 = Λ𝑇 = 0 акустический инкремент является монотонной функци-
ей частоты в области ω̄ ≤ 1. Отличные от нуля значения параметров моделей нагрева
и охлаждения оказывают сильное влияние на величину ᾱ, особенно в низкочастотной
области и приводят к нарушению условия монотонности в окрестности 0 ≤ ω̄ ≤ 1.
Акустический инкремент убывает с увеличением параметров Λ𝜚, Λ𝑇 и с уменьшением
𝑄𝜚, 𝑄𝑇 , причем функция ᾱ(ω̄) является немонотонной и знакопеременной. Параметры
𝑄𝜚, 𝑄𝑇 влияют на акустический инкремент только в низкочастотной области спектра, а
параметры Λ𝜚, Λ𝑇 — во всем диапазоне частот. Этот результат следует из соотношений
(10) и (11).

Заключение

Сформулируем основные результаты работы.
В линейном приближении получены волновое и дисперсионное уравнения, описы-
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вающие динамику акустических волн в неравновесном колебательно-возбужденном газе.
Эти уравнения записаны для вязкого теплопроводного газа и произвольных зависимо-
стей времени VT-релаксации τ, функций нагрева 𝑄 и охлаждения Λ от плотности и
температуры.

Определены критерии для выделения физически корректных решений дисперси-
онного уравнения и областей запрещенных частот звуковых волн, в которых плотность
волновой энергии 𝐸𝑠 и/или скорость звука 𝑐𝑠 (скорость переноса энергии в акустической
волне) становятся отрицательными.

Показано, что динамика неустойчивых звуковых волн сильно зависит от степе-
ни неравновесности среды 𝑆 и моделей времени релаксации τ(𝜚, 𝑇 ), функций нагрева
𝑄(𝜚, 𝑇 ) и охлаждения Λ(𝜚, 𝑇 ). Получено, что аномально высокие значения фазовой
скорости звука при ω̄ ≲ 1 оказываются локализованы в зоне запрещенных частот и
соответствуют «фантомным» (нефизичным) решениям дисперсионного уравнения. В мо-
делях с функциями нагрева и охлаждения, зависящими от плотности и температуры
полоса запрещенных частот может быть локализована в низкочастотной области спек-
тра 0 ≤ ω̄* ≲ ω̄*max ∼ 1 или в области частот 0 < ω̄*min ≲ ω̄* ≲ ω̄*max > 1.

Полученные в данной работе результаты могут быть использованы для подготовки
начальных распределений газодинамических параметров, используемых в вычислитель-
ных экспериментах. А также позволят объяснить эффекты перестройки частоты при
образовании системы ударно-волновых импульсов [12].
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Abstract. The dynamics of small disturbances in a nonequilibrium vibrati-
onally excited gas is considered. The wave and dispersion equations are obtained,
describing the dynamics of acoustic modes in the linear approximation. The
criteria for identifying physically correct solutions of the dispersion equation and
determining the boundaries of the regions of forbidden frequencies of acoustic
waves are formulated. These criteria allow us to exclude from consideration the
regions of non-physical (“phantom”) solutions, in which the phase velocity of
sound can become abnormally high and at certain frequencies turn to infinity.
The dispersion properties of unstable sound waves are studied in detail, estimates
of the increment are obtained, and the stability boundaries and zones of forbidden
frequencies are determined depending on the degree of nonequilibrium of the
medium, models of relaxation, heating and cooling. It is shown that at certain
values of the degree of nonequilibrium of the medium and the dependence of the
relaxation time and the cooling function on temperature and density, sound waves
in a vibrationally excited gas are unstable. In this case, the acoustic increment
reaches its maximum when the period of sound waves τ𝑠 is comparable with the
relaxation time τ, and in the high-frequency region of the spectrum τ𝑠 ≲ τ, due
to viscosity and thermal conductivity, stabilization of acoustic instability occurs.

Key words: nonequilibrium gas, vibrational relaxation, relaxation time,
acoustic instability, speed of sound, forbidden frequencies, heating and cooling.
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