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Аннотация. В статье дается оценка коэффициента изопериметричности
тетраэдра, полученного при квазиизометрическом отображении через коэф-
фициент изопериметричности исходного тетраэдра. Этот коэффициент дает
условие сохранения аппроксимируемости градиента для тетраэдральной сетки
при квазиизометрическом отображении.
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Отображение 𝑓 : R𝑛 → R𝑛 называется билипшицевым или квазиизометрическим,
если существуют постоянные 0 < 𝑙 ≤ 𝐿 такие, что для любых двух точек 𝑥1, 𝑥2 ∈ R𝑛

выполнено
𝑙|𝑥1 − 𝑥2| ≤ |𝑓(𝑥1)− 𝑓(𝑥2)| ≤ 𝐿|𝑥1 − 𝑥2|.

Коэффициентом изопериметричности 𝑛-мерного симплекса 𝑇 будем называть

𝜎(𝑇 ) =
|𝜕𝑇 |

𝑛
𝑛−1

|𝑇 |
. (1)

Величина 𝜎(𝑇 ) характеризует отклонение произвольного симплекса 𝑇 от правильного,
поскольку минимальное значение достигается на правильном симплексе. Данный термин
был введен В.А. Клячиным в докладе «Задачи анализа на 𝜀-сетях» Научной сессии
ВолГУ в 2012 г.

Пусть {𝑑𝑖𝑗 : 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛} – совокупность 𝑛(𝑛 + 1)/2 переменных. Рассмотрим
квадратную (𝑛+ 2)× (𝑛+ 2)-матрицу (см. [1] или [2])

𝐶𝑀𝑛 :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 1 1 . . . 1
1 0 𝑑201 𝑑202 . . . 𝑑20𝑛
1 𝑑201 0 𝑑212 . . . 𝑑21𝑛
1 𝑑202 𝑑201 0 . . . 𝑑22𝑛
...

...
...

...
. . .

...
1 𝑑20𝑛 𝑑21𝑛 𝑑22𝑛 . . . 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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Многочлен от многих переменных Γ𝑛 := det(𝐶𝑀𝑛) ∈ Z, 𝑑𝑖𝑗 : 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛 называется
определителем Кэли — Менгера. Этот определитель дает формулу для вычисления 𝑛-
мерного объема симплекса 𝑇 в терминах евклидовых расстояний {𝑑𝑖𝑗 := 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑣𝑖, 𝑣𝑗) :
: 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛} между рассматриваемыми точками:

𝑉 2 =
(−1)𝑛+1

2𝑛(𝑛!)2
Γ𝑛(𝑑01, 𝑑02, . . . , 𝑑(𝑛−1)𝑛).

В пространстве R3 объем тетраэдра будет вычисляться по формуле

𝑉 2 =
1

144

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
0 1 1 1 1
1 0 𝑑201 𝑑202 𝑑203
1 𝑑201 0 𝑑212 𝑑213
1 𝑑202 𝑑201 0 𝑑223
1 𝑑203 𝑑213 𝑑223 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Следует отметить, что при 𝑛 = 3 из определителя Кэли — Менгера получается
формула Герона — Тарталья (см. [3]), которая является обобщением хорошо известной
формулы Герона и позволяет вычислять объем тетраэдра по заданным длинам ребер:

𝑉 2 =
1

144

(︁
𝑑201𝑑

2
23(𝑑

2
02+𝑑

2
03+𝑑

2
12+𝑑

2
13−𝑑201−𝑑205)+𝑑202𝑑213(𝑑201+𝑑203+𝑑212+𝑑223−𝑑202−𝑑213)+

+ 𝑑203𝑑
2
12(𝑑

2
01 + 𝑑202 + 𝑑213 + 𝑑223 − 𝑑203 − 𝑑212)− 𝑑201𝑑

2
02𝑑

2
12 − 𝑑201𝑑

2
03𝑑

2
13 − 𝑑202𝑑

2
03𝑑

2
23−

− 𝑑212𝑑
2
13𝑑

2
23

)︁
. (2)

Теорема 1. Пусть в пространстве заданы тетраэдр 𝑇 , у которого длина макси-
мального ребра равна 𝑑, минимального – 𝑎, площадь наименьшей грани – 𝑆, и би-

липшицево отображение 𝑓 : R3 → R3 с константами
𝐿

𝑙
<

6

√︂
1 +

3𝑎4

5𝑑4
, тогда для

коэффициента изопериметричности образа тетраэдра справедлива оценка

𝑙3

𝐿3
𝜎

(︂
1− 𝐿4 − 𝑙4

𝑙4
3𝑑4

16𝑆2

)︂3/4

√︂
1 +

𝐿6 − 𝑙6

𝐿6

10𝑑6

144𝑉 2

≤ 𝜎′ ≤ 𝐿3

𝑙3
𝜎

(︂
1 +

𝐿4 − 𝑙4

𝐿4

3𝑑4

16𝑆2

)︂3/4

√︂
1− 𝐿6 − 𝑙6

𝑙6
10𝑑6

144𝑉 2

. (3)

Доказательство. Обозначим через 𝑃 сумму слагаемых из формулы (2), перед кото-
рыми стоит знак «+», а через 𝑄 – сумму слагаемых, перед которыми стоит знак «–»,
взятых с обратным знаком, то есть

𝑃 = 𝑑201𝑑
2
02𝑑

2
13 + 𝑑201𝑑

2
02𝑑

2
23 + 𝑑201𝑑

2
03𝑑

2
12 + 𝑑201𝑑

2
03𝑑

2
23 + 𝑑201𝑑

2
12𝑑

2
23 + 𝑑201𝑑

2
13𝑑

2
23 + 𝑑202𝑑

2
03𝑑

2
12+

+ 𝑑202𝑑
2
03𝑑

2
13 + 𝑑202𝑑

2
12𝑑

2
13 + 𝑑202𝑑

2
13𝑑

2
23 + 𝑑203𝑑

2
12𝑑

2
13 + 𝑑203𝑑

2
12𝑑

2
23,

и

𝑄 = 𝑑201𝑑
2
02𝑑

2
12 + 𝑑201𝑑

2
03𝑑

2
13 + 𝑑202𝑑

2
03𝑑

2
23 + 𝑑212𝑑

2
13𝑑

2
23 + 𝑑401𝑑

2
23 + 𝑑201𝑑

4
23 + 𝑑402𝑑

2
13 + 𝑑202𝑑

4
13+

+ 𝑑403𝑑
2
12 + 𝑑203𝑑

4
12,

68 Д.В. Шуркаева. Искажение коэффициента изопериметричности тетраэдра



МАТЕМАТИКА

тогда формула Герона — Тарталья перепишется в виде:

𝑉 =
1

12

√︀
𝑃 −𝑄.

Объем полученного при квазиизометричном отображении тетраэдра

1

12

√︀
𝑙6𝑃 − 𝐿6𝑄 ≤ 𝑉 ′ ≤ 1

12

√︀
𝐿6𝑃 − 𝑙6𝑄,

или

𝑙3𝑉

√︃
1− 𝐿6 − 𝑙6

𝑙6
𝑄

144𝑉 2
≤ 𝑉 ′ ≤ 𝐿3𝑉

√︃
1 +

𝐿6 − 𝑙6

𝐿6

𝑄

144𝑉 2
.

Но поскольку 𝑄 ≤ 10𝑑6, где 𝑑 = max 𝑑𝑖𝑗, 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 3, тогда

𝑙3𝑉

√︃
1− 𝐿6 − 𝑙6

𝑙6
10𝑑6

144𝑉 2
≤ 𝑉 ′ ≤ 𝐿3𝑉

√︃
1 +

𝐿6 − 𝑙6

𝐿6

10𝑑6

144𝑉 2
. (4)

Воспользуемся оценкой площади из [4], получим, что площадь 𝑖-й грани

𝑙2𝑆𝑖

√︃
1− 𝐿4 − 𝑙4

𝑙4
3𝑑4𝑖
16𝑆2

𝑖

≤ 𝑆𝑖′ ≤ 𝐿2𝑆𝑖

√︃
1 +

𝐿4 − 𝑙4

𝐿4

3𝑑4𝑖
16𝑆2

𝑖

, 0 ≤ 𝑖 ≤ 3,

где 𝑑𝑖 – длина максимального ребра 𝑖-й грани. Обозначим через 𝑆 = min𝑆𝑖, 0 ≤ 𝑖 ≤ 3,
и, так как max 𝑑𝑖 = 𝑑, суммируя оценки площадей всех граней, получаем, что площадь
полной поверхности тетраэдра

𝑙2|𝜕𝑇 |

√︃
1− 𝐿4 − 𝑙4

𝑙4
3𝑑4

16𝑆2
≤ |𝜕𝑇 ′| ≤ 𝐿2|𝜕𝑇 |

√︃
1 +

𝐿4 − 𝑙4

𝐿4

3𝑑4

16𝑆2
. (5)

Применив формулу (1) к (4)–(5), получим (3).
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THE ESTIMATE OF THE DISTORTION OF THE TETRAHEDRON
ISOPERIMETRICITY COEFFICIENT UNDER BI-LIPSCHITZ MAPPING

Shurkaеva Diana Vasil’еvna
Assistant Teacher, Department of Computer Science and Experimental Mathematics
Volgograd State University
diana-547@yandex.ru
Prospect Universitetsky, 100, 400062 Volgograd, Russian Federation

Abstract. The article assesses the tetrahedron isoperimetricity coefficient
obtained by quasi-isometric mapping through the original tetrahedron isope-
rimetricity coefficient. This coefficient determines the condition of finiteness
conservation of gradient for tetrahedral mesh under quasi-isometric mapping.

Main Results: Let’s in the space given tetrahedron 𝑇 , in which the length
of the maximum edge is equal to 𝑑, the minimum is 𝑎, the lower face area is 𝑆,

and 𝑓 : R3 → R3 is bi-Lipschitz mapping with constants
𝑙

𝐿
<

6

√︂
1 +

3𝑎4

6𝑑4
, then

isoperimetricity coefficient of the tetrahedron image estimates as

𝑙3

𝐿3
𝜎

(︂
1− 𝐿4 − 𝑙4

𝑙4
3𝑑4

16𝑆2

)︂3/4

√︂
1 +

𝐿6 − 𝑙6

𝐿6

10𝑑6

144𝑉 2

≤ 𝜎′ ≤ 𝐿3

𝑙3
𝜎

(︂
1 +

𝐿4 − 𝑙4

𝐿4

3𝑑4

16𝑆2

)︂3/4

√︂
1− 𝐿6 − 𝑙6

𝑙6
10𝑑6

144𝑉 2

.

Key words: coefficient of isoperimetricity, tetrahedron, Cayley — Menger
determinant, Heron — Tartaglia formula, bi-Lipschitz mapping, quasi-isometric
mapping.
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