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В работе доказано, что всякая невырожденная n-мерная (n ≥ 2) гиперповерх-
ность второго порядка в (n + 1)-мерном евклидовом пространстве имеет цикли-

чески рекуррентную вторую фундаментальную форму.
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Введение

Пусть En+1 — (n+ 1)-мерное (n ≥ 2) евклидово пространство с декартовыми пря-
моугольными координатами (x1, x2, . . . , xn+1), <,> — скалярное произведение в En+1.

Пусть F n — n-мерная поверхность в En+1, заданная в окрестности каждой своей точки

уравнениями

xα = φ(α)(u1, . . . , un), (u1, . . . , un) ∈ D, α = 1, n+ 1,

где D — некоторая область параметрического пространства (u1, . . . , un), φ(α) ∈ C3(D).
Векторное параметрическое уравнение F n ⊂ En+1 имеет вид

r(u1, . . . , un) = {φ(1)(u1, . . . , un), . . . , φ(n)(u1, . . . , un), φ(n+1)(u1, . . . , un)}.

Обозначим

ri =
∂r(u1, . . . , un)

∂ui
, rij =

∂2r(u1, . . . , un)

∂ui∂uj
.

Пусть gij, bij ,Γ
k
ij,∇i — соответственно коэффициенты первой и второй квадратич-

ных форм гиперповерхности F n ⊂ En+1, символы Кристоффеля и операция ковариантно-

го дифференцирования, вычисленные относительно тензора gij . Уравнения Петерсона —
Кодацци для гиперповерхности F n ⊂ En+1 имеют вид ∇kbij = ∇ibkj. Индексы i, j, k, . . .
принимают значения от 1 до n.
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МАТЕМАТИКА

Вторая квадратичная форма гиперповерхности F n в евклидовом пространстве En+1

называется циклически рекуррентной, если на F n существует 1-форма µ такая, что
выполняются соотношения:

∇kbij = µkbij + µibjk + µjbki, (1)

где µi — коэффициенты 1-формы µ.
В настоящей работе доказывается следующая теорема.

Теорема 1. Всякая невырожденная n-мерная (n ≥ 2) гиперповерхность второго по-
рядка в (n+1)-мерном евклидовом пространстве En+1 имеет циклически рекуррент-
ную вторую фундаментальную форму.

1. Основные леммы

Пусть гиперповерхность F n в евклидовом пространстве En+1 с декартовыми пря-
моугольными координатами (x1, x2, . . . , xn+1) задана уравнением

Φ(x1, x2, . . . , xn+1) = 0, (2)

где Φ ∈ C3.
Обозначим

Φα =
∂Φ(x1, x2, . . . , xn+1)

∂xα
, Φαβ =

∂2Φ(x1, x2, . . . , xn+1)

∂xα∂xβ
, α, β = 1, n+ 1,

gradΦ = {Φ1,Φ2, . . . ,Φn+1},
Имеет место следующее утверждение.

Лемма 1. Пусть гиперповерхность F n в евклидовом пространстве En+1 задана урав-
нением (2) (gradΦ 6= 0). Пусть в некоторой точке P (x̊1, . . . ,x̊n+1) = P0 ∈ F n выпол-
няется условие Φn+1(x̊1, . . . , x̊n+1) 6= 0. Тогда в некоторой окрестности точки P0

можно ввести локальные координаты u1 = x1, . . . , un = xn, такие, что F n в этой
окрестности можно задать параметрическими уравнениями x1 = u1, . . . , xn = un,
xn+1 = f(u1, . . . , un), где x̊1 =ů1, . . . ,x̊n =ůn, x̊n+1 = f(ů1, . . . , ůn); коэффициенты
gij и bij первой и второй квадратичных форм F n, соответственно, вычисляются по
формулам

gij = δij +
ΦiΦj

Φ2
n+1

, (3)

bij =

(
ΦiΦn+1Φj,n+1 − ΦiΦjΦn+1,n+1 − Φ2

n+1Φij + ΦjΦn+1Φi,n+1

)

Φn+1|Φn+1||gradΦ|
, (4)

где |gradΦ| = √
< gradΦ, gradΦ > =

√
Φ2

1 + Φ2
2 + · · ·+ Φ2

n+1.

Доказательство. Согласно теореме о неявной функции в окрестности точки P0

поверхность F n ⊂ En+1 можно задать уравнением xn+1 = f(x1, . . . , xn), где

Φ(x1, . . . , xn, f(x1, . . . , xn)) = 0. Тогда векторное параметрическое уравнение F n в окрест-

ности точки P0 можно записать в виде

r(x1, . . . , xn) = {x1, . . . , xn, f(x1, . . . , xn)}.
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Мы имеем ([1], п. 14.3, (14.57), (14.58))

gij =< ri, rj >= δij + fifj , bij =< rij , N >=
fij√

1 + f 2
1 + · · ·+ f 2

n

, (5)

где N — единичный вектор нормали к F n в En+1.
Для неявно заданной функции xn+1 = f(x1, . . . , xn) имеем

fi = − Φi

Φn+1
, fij =

ΦiΦn+1Φj,n+1 − ΦiΦjΦn+1,n+1 − Φ2
n+1Φij + ΦjΦn+1Φi,n+1

Φ3
n+1

,

√
1 + f 2

1 + · · ·+ f 2
n =

√
Φ2

1 + Φ2
2 + · · ·+ Φ2

n+1

|Φn+1|
.

Подставив эти выражения в формулы (5), получим утверждение леммы.

Лемма 2. Имеет место равенство

det

∣∣∣∣
∣∣∣∣δij +

bibj
a2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
(n×n)

=
a2 +

∑n
l=1 b

2
l

a2
. (6)

Доказательство. Доказательство формулы (6) проведем методом математической ин-

дукции. При n = 2 утверждение леммы верно:
∣∣∣∣∣
1 +

b21
a2

b1b2
a2

b2b1
a2

1 +
b22
a2

∣∣∣∣∣ =
a2 + b21 + b22

a2
.

Предположив, что формула (6) верна для n = k − 1, докажем ее для n = k. Для этого
разложим определитель матрицы

A =

∣∣∣∣
∣∣∣∣δij +

bibj
a2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
(k×k)

по элементам последней строки. Мы имеем:

detA =

(
1 +

b2k
a2

)
det

∣∣∣∣
∣∣∣∣δij +

bibj
a2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
((k−1)×(k−1))

+
k−1∑

i=1

bkbi
a2

Aki, (7)

где Aki — алгебраическое дополнение элемента aki (1 ≤ i ≤ k − 1) матрицы A. Найдем
дополнительный минор Mki элемента aki, где i = 1, . . . , k − 1. Мы имеем

Mki =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +
b21
a2

b1b2
a2

. . . b1bi−1

a2
b1bi+1

a2
. . . b1bk−1

a2
b1bk
a2

b2b1
a2

1 +
b22
a2

. . . b2bi−1

a2
b2bi+1

a2
. . . b2bk−1

a2
b2bk
a2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bi−1b1
a2

bi−1b2
a2

. . . 1 +
b2i−1

a2
bi−1bi+1

a2
. . . bi−1bk−1

a2
bi−1bk
a2

bib1
a2

bib2
a2

. . . bibi−1

a2
bibi+1

a2
. . .

bibk−1

a2
bibk
a2

bi+1b1
a2

bi+1b2
a2

. . . bi+1bi−1

a2
1 +

b2i+1

a2
. . . bi+1bk−1

a2
bi+1bk
a2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bk−1b1

a2
bk−1b2

a2
. . . bk−1bi−1

a2
bk−1bi+1

a2
. . . 1 +

b2
k−1

a2
bk−1bk

a2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Заметим, что последний столбец определителя Mki для 1 ≤ i ≤ k − 1 пропорционален
столбцу




b1
b2
. . .
bk−1


 ,

и применим свойство линейности определителя к первому столбцу. Получим

Mki =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 b1b2
a2

. . . b1bi−1

a2
b1bi+1

a2
. . .

b1bk−1

a2
b1bk
a2

0 1 +
b22
a2

. . . b2bi−1

a2
b2bi+1

a2
. . .

b2bk−1

a2
b2bk
a2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 bi−1b2
a2

. . . 1 +
b2i−1

a2
bi−1bi+1

a2
. . .

bi−1bk−1

a2
bi−1bk
a2

0 bib2
a2

. . . bibi−1

a2
bibi+1

a2
. . . bibk−1

a2
bibk
a2

0 bi+1b2
a2

. . . bi+1bi−1

a2
1 +

b2i+1

a2
. . . bi+1bk−1

a2
bi+1bk
a2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 bk−1b2
a2

. . . bk−1bi−1

a2
bk−1bi+1

a2
. . . 1 +

b2
k−1

a2
bk−1bk

a2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b21
a2

b1b2
a2

. . . b1bi−1

a2
b1bi+1

a2
. . .

b1bk−1

a2
b1bk
a2

b2b1
a2

1 +
b22
a2

. . . b2bi−1

a2
b2bi+1

a2
. . .

b2bk−1

a2
b2bk
a2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bi−1b1
a2

bi−1b2
a2

. . . 1 +
b2i−1

a2
bi−1bi+1

a2
. . . bi−1bk−1

a2
bi−1bk
a2

bib1
a2

bib2
a2

. . . bibi−1

a2
bibi+1

a2
. . . bibk−1

a2
bibk
a2

bi+1b1
a2

bi+1b2
a2

. . . bi+1bi−1

a2
1 +

b2i+1

a2
. . .

bi+1bk−1

a2
bi+1bk
a2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bk−1b1

a2
bk−1b2

a2
. . . bk−1bi−1

a2
bk−1bi+1

a2
. . . 1 +

b2
k−1

a2
bk−1bk

a2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Второе слагаемое в последнем равенстве равно нулю как определитель с двумя про-
порциональными столбцами. Разложив первое слагаемое по элементам первого столбца,
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находим

Mki =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +
b22
a2

. . . b2bi−1

a2
b2bi+1

a2
. . .

b2bk−1

a2
b2bk
a2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bi−1b2
a2

. . . 1 +
b2i−1

a2
bi−1bi+1

a2
. . .

bi−1bk−1

a2
bi−1bk
a2

bib2
a2

. . . bibi−1

a2
bibi+1

a2
. . . bibk−1

a2
bibk
a2

bi+1b2
a2

. . . bi+1bi−1

a2
1 +

b2i+1

a2
. . . bi+1bk−1

a2
bi+1bk
a2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bk−1b2

a2
. . . bk−1bi−1

a2
bk−1bi+1

a2
. . . 1 +

b2
k−1

a2
bk−1bk

a2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Тем же способом, применяя свойство линейности к первому столбцу, продолжаем раз-

ложение определителя Mki на сумму двух определителей, один из которых будет равен
нулю как определитель с двумя пропорциональными столбцами. В результате таких
последовательных разложений определителя Mki приходим к равенству

Mki =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

bibi+1

a2
. . . bibk−1

a2
bibk
a2

1 +
b2i+1

a2
. . . bi+1bk−1

a2
bi+1bk
a2

. . . . . . . . . . . .
bk−1bi+1

a2
. . . 1 +

b2
k−1

a2
bk−1bk

a2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Последовательно применяя свойство линейности определителя к первому, второму, . . . ,
(k − i− 1)-му столбцам определителя Mki, находим

Mki =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 . . . 0 bibk
a2

1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . .
0 . . . 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)k−i+1 bibk
a2

.

Следовательно, Aki = (−1)k+iMki = − bibk
a2

. В силу индуктивного предположения имеем

det

∣∣∣∣
∣∣∣∣δij +

bibj
a2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
((k−1)×(k−1))

=
a2 +

∑k−1
l=1 b

2
l

a2
.

Отсюда, используя (7), находим

detA =

(
1 +

b2k
a2

)(
a2 +

∑k−1
l=1 b

2
l

a2

)
−

k−1∑

l=1

b2kb
2
l

a4
=
a2 +

∑k
l=1 b

2
l

a2
.

Таким образом, формула (6) доказана для n = k, и, следовательно, утверждение леммы
верно для любого n.
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Лемма 3. В условиях леммы 1 определитель матрицы ||gij|| коэффициентов первой
квадратичной формы гиперповерхности F n ⊂ En+1 вычисляется по формуле

det ||gij|| =
|gradΦ|2
Φ2

n+1

. (8)

Доказательство. Применяя формулу (6) для вычисления определителя

det ||gij|| = det

∣∣∣∣
∣∣∣∣δij +

ΦiΦj

Φ2
n+1

∣∣∣∣
∣∣∣∣ ,

получим утверждение леммы.

Лемма 4. В условиях леммы 1 матрица ||gij|| = ||gij||−1 имеет вид

∣∣∣∣gij
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∣∣∣∣δ

ij − ΦiΦj

gΦ2
n+1

∣∣∣∣
∣∣∣∣ , (9)

где g = det||gij||.

Доказательство. Проверим, что gijg
jk = δki . Используя формулы (3) и (8), находим:

gijg
jk =

(
δij +

ΦiΦj

Φ2
n+1

)(
δjk − ΦjΦk

gΦ2
n+1

)
=

= δijδ
jk +

ΦiΦjδ
jk

Φ2
n+1

−
Φk

∑n
j=1 δijΦj

gΦ2
n+1

−
ΦiΦk

∑n
j=1Φ

2
j

gΦ4
n+1

=

= δki +
ΦiΦk

Φ2
n+1

− ΦkΦi

gΦ2
n+1

−
ΦiΦk

∑n
j=1Φ

2
j

gΦ4
n+1

=

= δki +
ΦiΦk

gΦ4
n+1

(
gΦ2

n+1 − Φ2
n+1 −

n∑

j=1

Φ2
j

)
= δki .

Лемма 5. В условиях леммы 1 символы Кристоффеля Γk
ij вычисляются по формуле

Γk
ij =

Φk

(
Φ2

n+1Φij − Φn+1ΦjΦi,n+1 − Φn+1ΦiΦj,n+1 + ΦiΦjΦn+1,n+1

)

Φ2
n+1|gradΦ|2

. (10)

Доказательство. В условиях леммы 1 имеем gij = δij + fifj. Тогда

∂gij
∂xm

=
∂(δij + fifj)

∂xm
= fimfj + fifjm.

Отсюда находим

2Γij,m =
∂gjm
∂xi

+
∂gim
∂xj

− ∂gij
∂xm

= 2fmfij ,

Γij,m =
Φm

Φ4
n+1

(
ΦiΦjΦn+1,n+1 + Φ2

n+1Φij − ΦiΦn+1Φj,n+1 − ΦjΦn+1Φi,n+1

)
.
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Используя формулу (9), имеем

Γk
ij = gkmΓij,m =

(
δkm − ΦkΦm

gΦ2
n+1

)
Γij,m.

Используя формулу (8), находим

δkmΦm − Φk

∑n
m=1 Φ

2
m

gΦ2
n+1

= Φk

(
1−

∑n
m=1 Φ

2
m

gΦ2
n+1

)
=

Φk

g
.

Следовательно,

Γk
ij =

Φk

gΦ4
n+1

(
ΦiΦjΦn+1,n+1 + Φ2

n+1Φij − ΦiΦn+1Φj,n+1 − ΦjΦn+1Φi,n+1

)
.

Отсюда, учитывая (8), получим (10).

Лемма 6. Имеет место равенство

detφ = det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Φ11 Φ12 . . . Φ1,n+1 Φ1

Φ21 Φ22 . . . Φ2,n+1 Φ2

. . . . . . . . . . . . . . .
Φn+1,1 Φn+1,2 . . . Φn+1,n+1 Φn+1

Φ1 Φ2 . . . Φn+1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −
n+1∑

α,β=1

ΦαΦβHαβ, (11)

где Hαβ — алгебраическое дополнение элемента Φαβ гессиана H = ||Φαβ|| функции
Φ(x1, x2, . . . , xn+1).

Доказательство. Разложим определитель матрицы φ = ||φab|| по элементам последней

строки. Мы имеем:

detφ =
n+1∑

α=1

ΦαΨn+2,α,

где Ψn+2,α — алгебраическое дополнение элемента φn+2,α матрицы φ. Найдем дополни-
тельный минор элемента φn+2,α:

∣∣∣∣∣∣∣∣

Φ11 . . . Φ1,α−1 Φ1,α+1 . . . Φ1,n+1 Φ1

Φ21 . . . Φ2,α−1 Φ2,α+1 . . . Φ2,n+1 Φ2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Φn+1,1 . . . Φn+1,α−1 Φn+1,α+1 . . . Φn+1,n+1 Φn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
n+1∑

β=1

(−1)n+1+βΦβ(−1)−(α+β)Hβα =
n+1∑

β=1

(−1)n+1−αΦβHβα.

Отсюда,

Ψn+2,α = (−1)n+2+α
n+1∑

β=1

(−1)n+1−αΦβHβα = −
n+1∑

β=1

ΦβHβα.

Таким образом,

detφ =
n+1∑

α=1

ΦαΨn+2,α =
n+1∑

α=1

Φα(−
n+1∑

β=1

ΦβHβα) = −
n+1∑

α,β=1

ΦαΦβHαβ .

Лемма доказана.
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Рассмотрим на гиперповерхности F n ⊂ En+1, заданной уравнением (2), функцию
K, определенную равенством

K = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Φ11 Φ12 . . . Φ1,n+1 Φ1

Φ21 Φ22 . . . Φ2,n+1 Φ2

. . . . . . . . . . . . . . .
Φn+1,1 Φn+1,2 . . . Φn+1,n+1 Φn+1

Φ1 Φ2 . . . Φn+1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
|gradΦ|n+2

. (12)

В силу (11) имеем

K =

∑n+1
α,β=1ΦαΦβHαβ

|gradΦ|n+2
. (13)

2. Центральные невырожденные гиперповерхности второго порядка

Пусть F n — центральная невырожденная гиперповерхность второго порядка в En+1.
Тогда в En+1 существует декартова прямоугольная система координат (x1, x2, . . . , xn+1),
в которой уравнение гиперповерхности F n имеет вид

λ1x
2
1 + λ2x

2
2 + · · ·+ λn+1x

2
n+1 − 1 = 0, где λα 6= 0, α = 1, n+ 1.

То есть F n в En+1 можно задать уравнением вида (2), где функция Φ определена ра-
венством

Φ(x1, x2, . . . , xn+1) = λ1x
2
1 + λ2x

2
2 + · · ·+ λn+1x

2
n+1 − 1. (14)

Введем обозначения

σ = σ(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

λix
2
i , τ = τ(x1, . . . , xn) =

n∑

i=1

λi(λi − λn+1)x
2
i . (15)

Лемма 7. Пусть в условиях леммы 1 функция Φ определена равенством (14) и Φn+1 > 0
в точке P0. Тогда символы Кристоффеля Γk

ij(x1, . . . , xn), вычисленные относительно
метрического тензора gij(x1, . . . , xn), и коэффициенты bij(x1, . . . , xn) второй квад-
ратичной формы гиперповерхности F n ⊂ En+1 соответственно находятся по фор-
мулам:

Γk
ii = −λiλk(1 + λix

2
i − σ)xk

(σ − 1)(τ + λn+1)
, Γk

ij = − λiλjλkxixjxk
(σ − 1)(τ + λn+1)

, i 6= j, (16)

bii =
λi(1 + λix

2
i − σ)

(σ − 1)
√
τ + λn+1

, bij =
λiλjxixj

(σ − 1)
√
τ + λn+1

, i 6= j. (17)

Доказательство. Мы имеем Φi = 2λixi, Φn+1 = 2λn+1xn+1, Φii = 2λi, Φij = 0 при
i 6= j, Φn+1,n+1 = 2λn+1, Φi,n+1 = 0, |gradΦ|2 = 4(τ + λn+1). Подставив полученные
выражения в формулы (10) и (4) и используя обозначения (15), приходим соответственно

к формулам (16) и (17). Если Φn+1 < 0, то выражения для bij (i, j = 1, n) меняют знак.
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Лемма 8. В условиях леммы 7 ковариантные производные ∇kbij коэффициентов bij
второй квадратичной формы гиперповерхности F n ⊂ En+1 вычисляются по форму-
лам:

∇ibii =
3λ2i (λi − λn+1)xi(1 + λix

2
i − σ)

(1− σ)(
√
τ + λn+1)3

, (18)

∇jbii =
λiλjxj (2λi(λi − λn+1)x

2
i + (λj − λn+1)(1 + λix

2
i − σ))

(1− σ)(
√
τ + λn+1)3

, i 6= j, (19)

∇kbij =
λiλjλkxixjxk

(1− σ)(
√
τ + λn+1)3

(λi + λj + λk − 3λn+1) , i 6= j 6= k 6= i. (20)

Доказательство. В силу (16), (17) для фиксированных i, j, k, p, где i 6= j 6= k 6= i,
p 6= j, имеем

Γi
iibii = − λ3i (1 + λix

2
i − σ)2xi

(σ − 1)2(
√
τ + λn+1)3

, Γk
iibik = −λ

2
iλ

2
k(1 + λix

2
i − σ)xix

2
k

(σ − 1)2(
√
τ + λn+1)3

,

Γi
ijbii = −λ

3
iλj(1 + λix

2
i − σ)x2ixj

(σ − 1)2(
√
τ + λn+1)3

, Γk
ijbik = − λ2iλjλ

2
kx

2
ixjx

2
k

(σ − 1)2(
√
τ + λn+1)3

,

Γj
ikbjj = −λiλ

2
jλk(1 + λjx

2
j − σ)xixjxk

(σ − 1)2(
√
τ + λn+1)3

, Γp
ikbpj = − λiλjλmλ

2
pxixjxkx

2
p

(σ − 1)2(
√
τ + λn+1)3

.

Отсюда, суммируя по m и учитывая, что
∑n

i=1 λ
2
ix

2
i = τ + σλn+1, находим

Γm
ii bim = −λ

2
ixi(1 + λix

2
i − σ)(λi(1− σ) + τ + σλn+1)

(σ − 1)2(
√
τ + λn+1)3

,

Γm
ij bim = −λ

2
iλjx

2
ixj(λi(1− σ) + τ + σλn+1)

(σ − 1)2(
√
τ + λn+1)3

, i 6= j,

Γm
kibmj = −λiλjλkxixjxk(λj(1− σ) + τ + σλn+1)

(σ − 1)2(
√
τ + λn+1)3

, i 6= j 6= k 6= i.

Используя (17), получим

∂ibii = − λi(1 + λix
2
i − σ)

(σ − 1)2(τ + λn+1)
∂i
(
(σ − 1)

√
τ + λn+1

)
=

= − λ2ixi(1 + λix
2
i − σ)

(σ − 1)2(
√
τ + λn+1)3

(2(τ + λn+1) + (σ − 1)(λi − λn+1)) ,

∂jbii =
−2λiλjxj

(σ − 1)
√
τ + λn+1

− λi(1 + λix
2
i − σ)

(σ − 1)2(τ + λn+1)
∂j
(
(σ − 1)

√
τ + λn+1

)
=

=
−2λiλjxj

(σ − 1)
√
τ + λn+1

− λiλjxj(1 + λix
2
i − σ)

(σ − 1)2(
√
τ + λn+1)3

(2(τ + λn+1) + (σ − 1)(λj − λn+1)) =

=
−λiλjxj(2(σ − 1)(τ + λn+1) + (1 + λix

2
i − σ)(2(τ + λn+1) + (σ − 1)(λj − λn+1)))

(σ − 1)2(
√
τ + λn+1)3

=
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=
−λiλjxj

(σ − 1)2(
√
τ + λn+1)3

(
2(τ + λn+1)λix

2
i + (σ − 1)(λj − λn+1)(1 + λix

2
i − σ)

)
, i 6= j,

∂kbij = − λiλjxixj
(σ − 1)2(τ + λn+1)

∂k
(
(σ − 1)

√
τ + λn+1

)
=

= − λiλjλkxixjxk

(σ − 1)2(
√
τ + λn+1)3

(2(τ + λn+1) + (σ − 1)(λk − λn+1)) , i 6= j 6= k 6= i.

Подставив полученные выражения в формулы ∇kbij = ∂kbij −Γm
kibmj −Γm

kjbim, приходим
к равенствам (18)–(20).

Лемма 9. Пусть в условиях леммы 1 функция Φ определена равенством (14). Тогда
в некоторой окрестности точки P0 ∈ F n функция K = K(x1, . . . , xn), определенная
на гиперповерхности F n ⊂ En+1 равенством (12), вычисляется по формуле

K =
λ1λ2 . . . λn+1(√
τ + λn+1

)n+2 . (21)

Доказательство. Мы имеем

n+1∑

α,β=1

ΦαΦβHαβ =
n+1∑

α=1

Φ2
αHαα = 2n+2λ1λ2 . . . λn+1

n+1∑

α=1

λαx
2
α = 2n+2λ1λ2 . . . λn+1,

|gradΦ|n+2 =
(
2
√
τ + λn+1

)n+2

,

где функция τ = τ(x1, . . . , xn) определена равенством (15). Подставив полученные соот-
ношения в равенство (13), получим (21).

3. Нецентральные невырожденные гиперповерхности второго порядка

Пусть F n — нецентральная невырожденная гиперповерхность второго порядка в

En+1. Тогда в En+1 существует декартова прямоугольная система координат
(x1, x2, . . . , xn+1), в которой уравнение гиперповерхности F n имеет вид

λ1x
2
1 + λ2x

2
2 + · · ·+ λnx

2
n − 2xn+1 = 0, где λi 6= 0, i = 1, n.

То есть F n в En+1 можно задать уравнением вида (2), где функция Φ определена ра-
венством

Φ(x1, x2, . . . , xn+1) = λ1x
2
1 + λ2x

2
2 + · · ·+ λnx

2
n − 2xn+1. (22)

Введем обозначение

ν = ν(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

λ2ix
2
i . (23)
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Лемма 10. Пусть в условиях леммы 1 функция Φ определена равенством (22). То-
гда символы Кристоффеля Γk

ij(x1, . . . , xn), вычисленные относительно метрического
тензора gij(x1, . . . , xn), коэффициенты bij(x1, . . . , xn) второй квадратичной формы
гиперповерхности F n ⊂ En+1, ковариантные производные ∇kbij(x1, . . . , xn), функ-
ция K(x1, . . . , xn), определенная на гиперповерхности F n ⊂ En+1 равенством (12),
соответственно находятся по формулам:

Γk
ii =

λiλkxk
(ν + 1)

, Γk
ij = 0, i 6= j, (24)

bii =
λi√
ν + 1

, bij = 0, i 6= j, (25)

∇ibii =
−3λ3ixi

(
√
ν + 1)3

, ∇jbii =
−λiλ2jxj
(
√
ν + 1)3

, i 6= j, ∇kbij = 0, i 6= j 6= k 6= i, (26)

K =
λ1λ2 . . . λn(√
ν + 1

)n+2 . (27)

Доказательство. Мы имеем Φi = 2λixi, Φn+1 = −2, Φii = 2λi, Φij = 0 при i 6= j,
Φn+1,n+1 = 0, Φi,n+1 = 0, |gradΦ|2 = 4(ν + 1). Подставив полученные выражения в

формулы (10) и (4) и используя обозначение (23), приходим соответственно к формулам
(24) и (25).

Используя (24), (25), имеем

∂ibii = − λ3ixi

(
√
ν + 1)3

, ∂jbii = − λiλ
2
jxj

(
√
ν + 1)3

, ∂kbij = 0, i 6= j 6= k 6= i,

Γm
ii bim =

λ3ixi

(
√
ν + 1)3

, Γm
ij bim = 0, i 6= j Γm

ij bkm = 0, i 6= j 6= k 6= i.

Отсюда получим равенства (26).
Для доказательства равенства (27) вычисляем

n+1∑

α,β=1

ΦαΦβHαβ = Φ2
n+1Hn+1,n+1 = 2n+2λ1λ2 . . . λn, |gradΦ|n+2 =

(
2
√
ν + 1

)n+2

,

где функция ν определена равенством (23). Отсюда, учитывая (13), приходим к (27).

4. Доказательство теоремы 1

1. Пусть F n — центральная невырожденная гиперповерхность второго порядка в

En+1, точка P0 ∈ F n. Тогда в En+1 существует декартова прямоугольная система коор-

динат (x1, . . . , xn, xn+1), в которой F n задается уравнением

λ1x
2
1 + λ2x

2
2 + · · ·+ λn+1x

2
n+1 − 1 = 0, где λα 6= 0, α = 1, n+ 1.

Не ограничивая общности, можем считать, что x̊n+1 6= 0 в точке P0 = P (x̊1, . . . ,x̊n+1).
Тогда в силу леммы 1 в некоторой окрестности точки P0 на F n можно ввести локальные
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координаты u1 = x1, . . . , un = xn, в которых функция K(x1, . . . , xn) вычисляется по
формуле (21). Из (21) находим

∂m ln |K| = −(n + 2)
λm(λm − λn+1)xm

τ + λn+1

, m = 1, n. (28)

Из (17) и (28) имеем

bii∂i ln |K|
n+ 2

=
λ2i (λi − λn+1)xi(1 + λix

2
i − σ)

(1− σ)(
√
τ + λn+1)3

,

bii∂j ln |K|+ 2bij∂i ln |K|
n+ 2

=
λiλj(λj − λn+1)xj(1 + λix

2
i − σ)

(1− σ)(
√
τ + λn+1)3

+

+
2λ2iλjx

2
ixj(λi − λn+1)

(1− σ)(
√
τ + λn+1)3

, i 6= j,

bij∂k ln |K|+ bjk∂i ln |K|+ bki∂j ln |K|
n+ 2

=
λiλjλkxixjxk(λk − λn+1)

(1− σ)(
√
τ + λn+1)3

+

+
λiλjλkxixjxk(λi − λn+1)

(1− σ)(
√
τ + λn+1)3

+
λiλjλkxixjxk(λj − λn+1)

(1− σ)(
√
τ + λn+1)3

, i 6= j 6= k 6= i.

Отсюда, учитывая равенства (18)–(20), получим соотношения:

∇ibii =
1

n+ 2
(3bii∂i ln |K|) ,

∇ibji = ∇jbii =
1

n+ 2
(bii∂j ln |K|+ 2bij∂i ln |K|) , i 6= j,

∇kbij =
1

n+ 2
(bij∂k ln |K|+ bjk∂i ln |K|+ bki∂j ln |K|) , i 6= j 6= k 6= i.

Таким образом, на F n выполняются соотношения (1), где коэффициенты 1-формы µ
определены равенством

µi =
1

n+ 2
∂i ln |K|, (29)

и функция K вычисляется по формуле (21).
2. Пусть теперь F n — нецентральная невырожденная гиперповерхность второ-

го порядка в En+1. Тогда в некоторой декартовой прямоугольной системе координат
(x1, . . . , xn, xn+1) уравнение F

n имеет вид

λ1x
2
1 + λ2x

2
2 + · · ·+ λnx

2
n − 2xn+1 = 0, где λi 6= 0, i = 1, n.

Векторное параметрическое уравнение F n можно записать в виде

r =

{
x1, . . . , xn,

1

2

(
λ1x

2
1 + λ2x

2
2 + · · ·+ λnx

2
n

)}
.

Для функции K(x1, . . . , xn) из равенства (27) находим

∂m ln |K| = −(n + 2)
λ2mxm
ν + 1

, m = 1, n. (30)
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Из (25) и (30) получим
bii∂i ln |K|
n+ 2

= − λ3ixi

(
√
ν + 1)3

,

bii∂j ln |K|+ 2bij∂i ln |K|
n+ 2

= − λiλ
2
jxj

(
√
ν + 1)3

, i 6= j,

bij∂k ln |K|+ bjk∂i ln |K|+ bki∂j ln |K|
n + 2

= 0, i 6= j 6= k 6= i.

Отсюда, в силу (26), получим соотношения (1), где коэффициенты 1-формы µ определены

равенством (29), функция K(x1, . . . , xn) на F
n вычисляется по формуле (27).

Теорема доказана.
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ON HYPERSURFACES WITH CYCLIC RECURRENT THE SECOND
FUNDAMENTAL FORM IN EUCLIDEAN SPACE

I.I. Bodrenko

In this article, author proved the following statement: any nondegenerate n-dimensional

(n ≥ 2) hypersurface of the second order in (n+ 1)-dimensional Euclidean space has cyclic
recurrent the second fundamental form.

Key words: second fundamental form, connection of van der Waerden — Bortolotti.
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