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Аннотация. В работе исследуется асимптотическое поведение решений
уравнения Лапласа — Бельтрами на конусах модельных многообразий. Дока-
заны две теоремы типа Лиувилля для ограниченных и положительных гармо-
нических функций.
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Данная работа посвящена исследованию поведения решений уравнения Лапласа —
Бельтрами на конусах модельных многообразий.

В исследованиях последних десятилетий была отмечена глубокая связь между
классическими проблемами теории функций, теорией уравнений в частных производных
эллиптического типа второго порядка, в частности уравнения Лапласа — Бельтрами и
стационарного уравнения Шредингера, и геометрией римановых многообразий.
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МАТЕМАТИКА

В качестве модельного примера для построения общей теории и выявления ее глав-
ных направлений, как правило, используется теория гармонических (субгармонических)
функций в евклидовом пространстве R𝑛.

С общей точки зрения представляет особый интерес выявление такого класса
некомпактных римановых многообразий, который, с одной стороны, включал бы в себя
евклидово пространство, гиперболическое пространство и все пространства со сферичес-
ки-симметричной метрикой (далее — модельные многообразия), а с другой стороны, для
которого существовала бы возможность построения достаточно полной и законченной
теории указанных ранее операторов и их обобщений.

В настоящей работе вводится класс римановых многообразий с непустым краем,
и на основе спектральных свойств таких многообразий получена достаточно полная
качественная теория решений уравнения Лапласа — Бельтрами.

Истоки указанной проблематики восходят к классификационной теории двумер-
ных некомпактных римановых многообразий и поверхностей, основанной на изучении
некоторых функциональных классов на поверхностях. Из теоремы об униформизации
следует, что всякая односвязная риманова поверхность конформно эквивалентна одной
из следующих модельных поверхностей:

1. Сфере (поверхность эллиптического типа).
2. Комплексной плоскости (поверхность параболического типа).
3. Единичному диску, или, что то же самое, гиперболической плоскости с ее ком-

плексно аналитической структурой (поверхность гиперболического типа).
Определение эллиптичности типа достаточно просто и заключается в определении

компактности поверхности. Значительно больший интерес вызывает задача определения
параболического и гиперболического типов. Отличительным свойством двумерных по-
верхностей параболического (гиперболического) типа является выполнение (невыполне-
ние) для них теоремы Лиувилля, утверждающей, что всякая положительная супергармо-
ническая функция на данной поверхности является тождественной постоянной. Данное
свойство служит основой для распространения понятий параболичности и гиперболич-
ности на римановы многообразия размерности выше двух. А именно, многообразия,
на которых всякая ограниченная снизу супергармоническая функция равна константе,
называют многообразиями параболического типа.

К числу одного из первых эффектных геометрических результатов в определении
типа риманова многообразия относится теорема С.Я. Ченга и С.Т. Яу [11], утвержда-
ющая, что полное многообразие является параболическим, если объем геодезического
шара радиуса 𝑅 растет не быстрее, чем 𝑅2 при 𝑅 → ∞. Однако существуют многооб-
разия параболического типа с произвольным ростом объема геодезического шара.

В работе [1] А.А. Григорьян доказал, что параболичность типа полного риманова
многообразия 𝑀 эквивалентна тому, что вариационная емкость любого компакта в 𝑀
равна нулю.

Вообще, поиски признаков параболичности типа имеют большую историю. Общее
представление о современных исследованиях в данном вопросе можно получить из об-
зоров А.А. Григорьяна [12], В.М. Миклюкова [9], С.Т. Яу [17].

Вопросы существования нетривиальных гармонических и супергармонических функ-
ций естественным образом приводят к теоремам типа Лиувилля. Классическая форму-
лировка теоремы Лиувилля утверждает, что всякая ограниченная гармоническая в R𝑛

функция является тождественной постоянной. Хорошо известна справедливость следу-
ющих утверждений, носящих название теорем типа Лиувилля.
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1. Если гаpмоническая функция 𝑢 в R𝑛 имеет конечный интегpал Диpих-
ле, то 𝑢 ≡ const.

2. Если 𝑢 ∈ 𝐿𝑝(R𝑛) является гаpмонической функцией и 1 ≤ 𝑝 < ∞, то
𝑢 ≡ 0.

3. Если функция 𝑢 — гаpмоническая в R𝑛 и удовлетвоpяет неpавенству
|𝑢(𝑥)| ≤ 𝐶(1 + |𝑥|)𝑚, то 𝑢 — гаpмонический полином степени, не пpевыша-
ющей 𝑚.

В последнее время осуществляется следующий подход к теоремам типа Лиувил-
ля. Пусть на римановом многообразии 𝑀 задан класс функций 𝐴 и эллиптический
опеpатоp 𝐿. Будем говоpить, что на 𝑀 выполнено (𝐴,𝐿)-лиувиллево свойство, если лю-
бое pешение уpавнения 𝐿𝑢 = 0, пpинадлежащее функциональному классу 𝐴, является
тождественной постоянной.

Вместе с тем класс полных многообразий, на которых существуют нетривиальные
ограниченные гармонические функции, достаточно обширен. В последнее время наме-
тилась тенденция к более общему подходу к теоремам типа Лиувилля, а именно, оце-
ниваются размерности различных пространств гармонических функций (см., например:
[2–5; 7; 14; 15]).

Достаточно серьезный интерес вызывают вопросы разрешимости задачи Дирих-
ле. Вообще говоря, на произвольном некомпактном римановом многообразии поставить
задачу Дирихле о восстановлении гармонической функции по граничным данным на
«бесконечности» достаточно затруднительно. Однако в некоторых случаях геометриче-
ская компактификация многообразия позволяет сделать это. Например, в [10] и [16]
показано, что для односвязного pиманового многообpазия отpицательной секционной
кpивизны sect M, удовлетвоpяющей условиям

−𝑏2 ≤ sect𝑀 ≤ −𝑎2 < 0,

существует геометpическая компактификация, добавляющая сфеpу на бесконечности
𝑆(∞), и доказано, что на 𝑀 =𝑀 ∪𝑆(∞) pазpешима задача Диpихле для непpеpывных
гpаничных данных на 𝑆(∞).

Работы ряда математиков были посвящены изучению сферически-симметричных
многообразий, которые также называют модельными многообразиями. Опишем данные
многообразия подробнее.

Фиксируем начало координат 𝑂 ∈ R𝑛 и некоторую гладкую функцию 𝑔 на интер-
вале [0, 𝑅0) (𝑅0 может быть ∞) такую, что 𝑔(0) = 0 и 𝑔′(0) = 1. Определим модельное
риманово многообразие 𝑀𝑔 следующим образом:

1) множество точек 𝑀𝑔 является открытым шаром в R𝑛 радиуса 𝑅0 с центром в 𝑂
(если 𝑅0 = ∞, то все R𝑛);

2) в полярных координатах (𝑟, 𝜃) (где 𝑟 ∈ (0, 𝑅0) и 𝜃 ∈ 𝑆𝑛−1) риманова метрика на
𝑀𝑔 ∖ {𝑂} определяется как

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑟2 + 𝑔2(𝑟)𝑑𝜃2, (1)

где 𝑑𝜃 — стандартная риманова метрика на сфере 𝑆𝑛−1;
3) риманова метрика в 𝑂 является гладким продолжением (1).
Примерами таких многообразий могут служить евклидово пространство R𝑛, гипер-

болическое пространство H𝑛, поверхности вращения и т. д.
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Замечание 1. Отметим, что многообразие 𝑀𝑔 является параболическим тогда и только
тогда, когда ∫︁ ∞

𝑟0

𝑔1−𝑛(𝑡)𝑑𝑡 = ∞.

Введем обозначение

𝐽 =

∫︁ ∞

𝑟0

𝑔1−𝑛(𝑡)

(︂∫︁ 𝑡

𝑟0

𝑔𝑛−3(𝜉)𝑑𝜉

)︂
𝑑𝑡,

где 𝑟0 = const > 0, 𝑛 = dim𝑀 .

Замечание 2. В работах [7; 8], в частности, доказаны следующие результаты:

1. Если 𝐽 = ∞, то всякая положительная гармоническая на 𝑀𝑔 функция является
тождественной постоянной.

2. Если 𝐽 < ∞, то для любой 𝜙(𝜃) ∈ 𝐶(𝑆𝑛−1) существует единственная гармониче-
ская на 𝑀𝑔 функция, такая что lim

𝑟→∞
𝑢(𝑟, 𝜃) = 𝜙(𝜃).

Далее будем говорить, что 𝑀 — конус модельного многообразия, если 𝑀 = 𝐵∪𝐷,
где 𝐵 — некоторый предкомпакт с непустой внутренностью, а 𝐷 изометрично прямому
произведению [𝑟0,+∞) × Ω (где 𝑟0 > 0, Ω — компактное риманово многообразие с
непустым гладким краем) с метрикой

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑟2 + 𝑔2(𝑟)𝑑𝜃2.

Здесь 𝑔(𝑟) — положительная гладкая на [𝑟0,+∞) функция, а 𝑑𝜃 — метрика на Ω.
Отметим, что в случае Ω — компактное риманово многообразие с пустым краем (или, в
частности, Ω = 𝑆𝑛−1, как выше), получаем определение модельного многообразия.

Конус модельного многообразия

Обозначим через 𝐻0(𝑀) пространство гармонических на 𝑀 функций, для которых
выполнено нулевое условие Дирихле на 𝜕𝑀 , то есть

𝐻0(𝑀) = {𝑢 : Δ𝑢 = 0, 𝑢|𝜕𝑀 = 0}.

Теорема 1. Пусть многообразие 𝑀 такое, что 𝐽 = ∞. Тогда всякая ограниченная
функция 𝑢 ∈ 𝐻0(𝑀) является тождественным нулем.

16 Ю.В. Гончаров, А.Г. Лосев, А.В. Светлов. Гармонические функции на конусах
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Доказательство. Покажем вначале, что для любой ограниченной функции 𝑢 ∈ 𝐻0(𝑀)
выполнено lim

𝑟→∞
𝑢(𝑟, 𝜃) = 0.

Заметим, что в координатах (𝑟, 𝜃) оператор Лапласа — Бельтрами на 𝐷 имеет вид
(см., например: [7])

Δ =
𝜕2

𝜕𝑟2
+ (𝑛− 1)

𝑔′(𝑟)

𝑔(𝑟)

𝜕

𝜕𝑟
+

1

𝑔2(𝑟)
Δ𝜃, (2)

где Δ𝜃 — внутренний лапласиан на Ω.
Пусть {𝑤𝑘(𝜃)} — ортонормированный базис в 𝐿2(Ω) из собственных функций опе-

ратора Лапласа Δ𝜃 с нулевым условием Дирихле на 𝜕Ω, а 𝜆𝑘 — соответствующие соб-
ственные числа (0 < 𝜆1 < 𝜆2 ≤ 𝜆3 ≤ . . . ). Тогда для любого 𝑟 справедливо разложение

𝑢(𝑟, 𝜃) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑣𝑘(𝑟)𝑤𝑘(𝜃),

где

𝑣𝑘(𝑟) =

∫︁
Ω

𝑢(𝑟, 𝜃)𝑤𝑘(𝜃)𝑑𝜃. (3)

Из (2) следует, что для любого номера 𝑘 функция 𝑣𝑘(𝑟) является решением следу-
ющего обыкновенного дифференциального уравнения:

𝑣′′(𝑟) + (𝑛− 1)
𝑔′(𝑟)

𝑔(𝑟)
𝑣′(𝑟)− 𝜆

𝑔2(𝑟)
𝑣(𝑟) = 0, (4)

где 𝜆 = 𝜆𝑘.

Замечание 3. Асимптотическое поведение решений уравнения (4) достаточно подробно
изучено в [7]. В частности, там доказана справедливость следующих положений:

1. Если 𝐽 < ∞, то для любых констант 𝑎 и 𝑏 существует решение уравнения (4),
удовлетворяющее условиям 𝑣(𝑟0) = 𝑎 и lim

𝑟→∞
𝑣(𝑟) = 𝑏.

2. Если 𝐽 = ∞, то любое ограниченное решение уравнения (4) удовлетворяет усло-
вию lim

𝑟→∞
𝑣𝑘(𝑟) = 0, причем |𝑣𝑘(𝑟)| — монотонно убывает.

3. Если 𝐽 = ∞, 𝜆𝑘 < 𝜆𝑘+1 и 𝑣𝑘+1 → +∞ при 𝑟 → ∞, то lim
𝑟→∞

𝑣𝑘+1(𝑟)

𝑣𝑘(𝑟)
= ∞.

Из ограниченности 𝑢(𝑟, 𝜃) и (3) следует ограниченность 𝑣𝑘(𝑟) для любого номера
𝑘. Тогда, учитывая п. 2 замечания 3, получаем, что lim

𝑟→∞
𝑣𝑘(𝑟) = 0 для всех 𝑘. В [1]

показано, что для любой константы 𝑝 справедливо неравенство

|𝑣𝑘(𝑟0)| ≤
𝑐1
𝜆𝑝𝑘
, (5)

где 𝑐1 — константа, зависящая от Ω и 𝑝. В [13] показано, что

|𝑤𝑘(𝜃)| ≤ 𝑐2𝜆
(𝑛−2)/2, (6)

ISSN 2222-8896. Вестн. Волгогр. гос. ун-та. Сер. 1, Мат. Физ. 2014. № 3 (22) 17
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где 𝑐2 — константа, зависящая от Ω. Учитывая монотонное убывание |𝑣𝑘(𝑟)| (см. п. 2
замечания 3), а также неравенства (5) и (6), получаем справедливость неравенств:⃒⃒⃒⃒

⃒
∞∑︁
𝑘=1

𝑣𝑘(𝑟)𝑤𝑘(𝜃)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

∞∑︁
𝑘=1

|𝑣𝑘(𝑟)||𝑤𝑘(𝜃)| ≤

≤
∞∑︁
𝑘=1

|𝑣𝑘(𝑟0)||𝑤𝑘(𝜃)| ≤ 𝑐3

∞∑︁
𝑘=1

𝜆
𝑛−2
2

−𝑝. (7)

Учитывая асимптотику Вейля

𝑐−1
4 (Ω)𝑘

2
𝑛−1 ≤ 𝜆𝑘 ≤ 𝑐4(Ω)𝑘

2
𝑛−1 ,

получаем, что при достаточно больших 𝑝 ряд, стоящий в правой части (7), сходится.
Тогда из признака Вейерштрасса получаем равномерную сходимость ряда

∞∑︁
𝑘=1

𝑣𝑘(𝑟)𝑤𝑘(𝜃).

Далее, из того, что lim
𝑟→∞

𝑣𝑘(𝑟) = 0, получаем

lim
𝑟→∞

𝑢(𝑟, 𝜃) = lim
𝑟→∞

∞∑︁
𝑘=1

𝑣𝑘(𝑟)𝑤𝑘(𝜃) = 0.

Применяя признак максимума, приходим к выводу, что функция 𝑢 ≡ 0. Теорема
доказана.

Теорема 2. Пусть многообразие 𝑀 такое, что 𝐽 = ∞. Тогда размерность конуса
положительных гармонических функций из класса 𝐻0(𝑀) равна единице.

Доказательство. Пусть 𝑢 — положительная гармоническая на 𝑀 функция из 𝐻0(𝑀).
Тогда на 𝐷 для любого 𝑟 ∈ [𝑟0,+∞) справедливо разложение

𝑢(𝑟, 𝜃) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑣𝑘(𝑟)𝑤𝑘(𝜃),

где 𝑣𝑘(𝑟) представимо в виде (3) и удовлетворяет уравнению (4). Учитывая положитель-
ность 𝑤1(𝜃) и знакопеременность 𝑤𝑘(𝜃) при 𝑘 ≥ 2, запишем:

𝑢(𝑟, 𝜃) = 𝑣1(𝑟)𝑤1(𝜃) +
∞∑︁
𝑘=2

𝑣𝑘(𝑟)𝑤𝑘(𝜃).

Из положительности функции 𝑢(𝑟, 𝜃), линейной независимости {𝑤𝑘(𝜃)}, учитывая
п. 3 замечания 3, получаем, что при 𝑘 ≥ 2

lim
𝑟→∞

𝑣𝑘(𝑟) = 0.

Более того, точно так же, как в предыдущей теореме, несложно показать, что

lim
𝑟→∞

∞∑︁
𝑘=2

𝑣𝑘(𝑟)𝑤𝑘(𝜃) = 0.
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Тогда из [6] следует, что любая положительная гармоническая на 𝑀 функция
представима в виде 𝑢 = 𝐴𝑣1(𝑟)𝑤1(𝜃), где 𝐴 — некоторая константа. Теорема доказана.

Замечание 4. В работе [3] доказано, что если 𝐽 <∞, то для любых 𝜙(𝜃) ∈ 𝐶(Ω), 𝑓 ∈
∈ 𝐶(𝜕𝑀), таких что lim

𝑟→∞
sup
Ω

|𝑓(𝑟, 𝜃) − 𝜙(𝜃)| = 0, существует единственная гармониче-

ская функция 𝑢, такая что 𝑢(𝑟, 𝜃)|𝜕𝑀 = 𝑓(𝑟, 𝜃)|𝜕𝑀 , lim
𝑟→∞

sup
Ω

|𝑢(𝑟, 𝜃) − 𝜙(𝜃)| = 0, то есть

однозначно разрешима задача Дирихле.
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Abstract. The paper deals with harmonic functions on cones of model
manifolds. 𝑀 is called a cone of model manifold, if 𝑀 = 𝐵 ∪ 𝐷, where 𝐵 is
a non-empty precompact set and 𝐷 is isometric to the product [𝑟0,+∞) × Ω
(𝑟0 > 0, Ω is a compact Riemannian manifold with non-empty smooth boundary)
with the metric

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑟2 + 𝑔2(𝑟)𝑑𝜃2.

Here 𝑔(𝑟) is a positive smooth on [𝑟0,+∞) function, and 𝑑𝜃 is a metric on Ω.
Note if Ω is a compact Riemannian manifold with no boundary, we have just a
definition of model manifold.

Let’s
𝐻0(𝑀) = {𝑢 : Δ𝑢 = 0, 𝑢|𝜕𝑀 = 0},

and

𝐽 =

∫︁ ∞

𝑟0

𝑔1−𝑛(𝑡)

(︂∫︁ 𝑡

𝑟0

𝑔𝑛−3(𝜉)𝑑𝜉

)︂
𝑑𝑡,

where 𝑟0 = const > 0, 𝑛 = dim𝑀 .
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The main results of the paper are following.
Theorem 1. Let’s manifold 𝑀 has 𝐽 = ∞. Then any bounded function

𝑢 ∈ 𝐻0(𝑀) is equal to zero identically.
Theorem 2. Let’s manifold 𝑀 has 𝐽 = ∞. Then for cone of positive

harmonic functions from class 𝐻0(𝑀) the dimension is equal to 1.
Key words: Laplace — Beltrami equation, Liouville type theorems, model

Riemannian manifolds, cones of model manifolds, dimension of solutions’ space.
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