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Аннотация. Решения уравнения минимальных поверхностей, заданных
над неограниченными областями, рассматривались во многих работах (см.,
например, [1–3; 5]), где изучались различные задачи асимптотического по-
ведения минимальных поверхностей, включая вопросы допустимой скорости
стабилизации и теоремы Фрагмена — Линделефа.

В настоящей работе объектом исследования являются решения уравне-
ния минимальных поверхностей, заданных над полосообразными областями
специального вида и удовлетворяющих некоторым граничным значениям. По-
лучены оценки возможного предельного поведения гауссовой кривизны. Ис-
пользуется традиционный для решения подобного вида задач подход, заключа-
ющийся в построении вспомогательного конформного отображения, соответ-
ствующие свойства которого и изучаются. Рассмотрим два частных случая.

Ключевые слова: уравнения минимальных поверхностей, полосообраз-
ная область, гауссова кривизна, асимптотическое поведение, голоморфные
функции.

1. Пусть 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) — 𝐶2-решение уравнения минимальных поверхностей

𝜕

𝜕𝑥

(︃
𝑓 ′
𝑥(𝑥, 𝑦)√︀

1 + | ▽ 𝑓(𝑥, 𝑦)|2

)︃
+

𝜕

𝜕𝑦

(︃
𝑓 ′
𝑦(𝑥, 𝑦)√︀

1 + | ▽ 𝑓(𝑥, 𝑦)|2

)︃
= 0, (1)
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заданное над областью Π = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2 : 0 < 𝑥 < +∞, −𝜙(𝑥) < 𝑦 < 𝜙(𝑥)}, где 𝜙(𝑥) —
непрерывно дифференцируемая функция (|𝜙′(𝑥)| < 𝑀).

Символами 𝜕′Π и 𝜕′′Π обозначим участки границы 𝜕Π:

𝜕′Π = 𝜕Π ∩ {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2 : 𝑥 = 0}, 𝜕′′Π = 𝜕Π ∖ 𝜕′Π.

Предположим, что решение 𝑓(𝑥, 𝑦) удовлетворяет на границе 𝜕′′Π следующим усло-
виям:

i) 𝜕𝑓(𝑥,𝑦)
𝜕𝑛

⃒⃒⃒
𝜕′′Π = (𝑓 ′

𝑥(𝑥, 𝑦)𝑛𝑥 + 𝑓 ′
𝑦(𝑥, 𝑦)𝑛𝑦)

⃒⃒⃒
𝜕′′Π = 0, где 𝑛 = (𝑛𝑥, 𝑛𝑦) — внешняя

нормаль;
ii) |𝑓 ′

𝑥(𝑥,−𝜙(𝑥))| = |𝑓 ′
𝑥(𝑥, 𝜙(𝑥))|.

На вертикальном участке 𝜕′Π границы решениe произвольно.
Для любого 𝑥 > 0 введем в рассмотрение величину

𝜇(𝑥) =

𝜙(𝑥)∫︁
−𝜙(𝑥)

1 + 𝑓 ′2
𝑦(𝑥, 𝑦)√︀

1 + | ▽ 𝑓(𝑥, 𝑦)|2
𝑑𝑦.

Пусть 𝑥2 > 𝑥1 > 0. Тогда, как было показано в [3], можно получить равенство

𝜇(𝑥2)− 𝜇(𝑥1) =

𝑥2∫︁
𝑥1

√︁
1 + (1 + 𝜙′2(𝑥))𝑓 ′2

𝑥(𝑥, 𝜙(𝑥))𝜙
′(𝑥) 𝑑𝑥−

−
𝑥2∫︁
𝑥1

√︁
1 + (1 + 𝜙′2(𝑥))𝑓 ′2

𝑥(𝑥,−𝜙(𝑥))(−𝜙′(𝑥)) 𝑑𝑥.

Следовательно, используя второе граничное условие, получим

𝜇(𝑥2)− 𝜇(𝑥1) = 2

𝑥2∫︁
𝑥1

√︁
1 + (1 + 𝜙′2(𝑥))𝑓 ′2

𝑥(𝑥, 𝜙(𝑥))𝜙
′(𝑥) 𝑑𝑥. (2)

Возьмем произвольно точку (𝑥0, 𝑦0) ∈ Π и введем в рассмотрение однозначную в Π
функцию

𝑣(𝑥, 𝑦) =

(𝑥,𝑦)∫︁
(𝑥0,𝑦0)

𝑓 ′
𝑥(𝑡, 𝑠)𝑓

′
𝑦(𝑡, 𝑠)√︀

1 + | ▽ 𝑓(𝑡, 𝑠)|2
𝑑𝑡+

1 + 𝑓 ′2
𝑦(𝑡, 𝑠)√︀

1 + | ▽ 𝑓(𝑡, 𝑠)|2
𝑑𝑠. (3)

Известно, что отображение 𝑤 = 𝑢+ 𝑖𝑣, где

𝑢 = 𝑥, 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦),

является голоморфным в метрике поверхности 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) и осуществляет введение на
графике изотермических координат (𝑢, 𝑣) [4].

Обозначим подынтегральное дифференциальное выражение в (3) через 𝑑𝑣. Тогда
на границе 𝜕′′Π будем иметь:

𝑣(𝑥,−𝜙(𝑥)) =
(𝑥,−𝜙(𝑥))∫︁
(𝑥0,𝑦0)

𝑑𝑣 =

(𝑥0,−𝜙(𝑥0))∫︁
(𝑥0,𝑦0)

𝑑𝑣 −
𝑥∫︁

𝑥0

√︁
1 + (1 + 𝜙′2(𝑥))𝑓 ′2

𝑥(𝑥, 𝜙(𝑥))𝜙
′(𝑥) 𝑑𝑥.
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𝑣(𝑥, 𝜙(𝑥)) =

(𝑥,𝜙(𝑥))∫︁
(𝑥0,𝑦0)

𝑑𝑣 =

(𝑥0,𝜙(𝑥0))∫︁
(𝑥0,𝑦0)

𝑑𝑣 +

𝑥∫︁
𝑥0

√︁
1 + (1 + 𝜙′2(𝑥))𝑓 ′2

𝑥(𝑥, 𝜙(𝑥))𝜙
′(𝑥) 𝑑𝑥.

Используя равенство (2), получим

𝑣(𝑥, 𝜙(𝑥))− 𝑣(𝑥,−𝜙(𝑥)) = 𝜇(𝑥0) + 𝜇(𝑥)− 𝜇(𝑥0) = 𝜇(𝑥),

причем Φ(𝑥) = 1
2
(𝑣(𝑥, 𝜙(𝑥)) + 𝑣(𝑥,−𝜙(𝑥))) ≡ 𝑐.

Таким образом, можно показать, что отображение 𝑤(𝑥, 𝑦) есть диффеоморфизм Π
на Π𝑤, где

Π𝑤 = {(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑅2 : 0 < 𝑢 < +∞, 𝑐− 1

2
𝜇(𝑢) < 𝑣 < 𝑐+

1

2
𝜇(𝑢)}.

Обозначим 𝐾(𝑥, 𝑦) гауссову кривизну минимальной поверхности 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦). От-
метим, что 𝐾(𝑥, 𝑦) ≤ 0. Используя результаты, полученные в [3] и [4] о допустимой
скорости стремления к нулю гауссовой кривизны минимальной поверхности, заданной
над полосообразной областью, выводим, что при вышеуказанных предположениях на
минимальную поверхность 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) будут справедливы следующие утверждения.
Теорема 1. Пусть 𝜈(𝑥) — положительная, неубывающая, непрерывная на (0,+∞)
функция, для которой

+∞∫︁
0

𝜈(𝑥)𝑒−𝜎(𝑥)
𝑑𝑥

𝜇(𝑥)
= +∞, где 𝜎(𝑥) = 𝜋

𝑥∫︁
0

𝑑𝑡

𝜇(𝑡)
.

Тогда, если всюду в Π выполнено

log(−𝐾(𝑥, 𝑦)) ≤ −𝜈(𝑥),

то 𝑓(𝑥, 𝑦) ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
Положим

𝜆(𝑥) = 𝜋

𝑥∫︁
0

1 + 1
12
𝜇′2(𝑡)

𝜇(𝑡)
𝑑𝑡.

Теорема 2. Пусть 𝐿 — кривая, начинающаяся в какой-либо конечной точке области
Π и идущая в бесконечность, оставаясь в области Π.

Если 𝐾(𝑥, 𝑦) ограничена в Π и

log(−𝐾(𝑥, 𝑦))

𝑒𝜆(𝑥)
→ −∞, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿, 𝑥→ +∞,

то 𝑓(𝑥, 𝑦) ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
Теорема 3. Если 𝐾(𝑥, 𝑦) — ограничена в Π и непрерывна в ее замыкании и, кроме
того, удовлетворяет условию

∞∫︁
0

log |𝐾(𝑥,−𝜙(𝑥))𝐾(𝑥, 𝜙(𝑥))|
𝑒𝜆(𝑥)𝜇(𝑥)

𝑑𝑥 = −∞,

то 𝑓(𝑥, 𝑦) ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
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2. Пусть 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) — 𝐶2-решение уравнения минимальных поверхностей (1),
заданное над областью Π = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2 : 0 < 𝑥 < +∞, 𝜙(𝑥) < 𝑦 < 𝜙(𝑥) + 𝑐}, где
𝜙(𝑥) — непрерывно дифференцируемая функция (|𝜙′(𝑥)| < 𝑀).

Предположим, что решение 𝑓(𝑥, 𝑦) удовлетворяет на границе 𝜕′′Π условиям (i) и
(ii), причем второе условие имеет вид: |𝑓 ′

𝑥(𝑥, 𝜙(𝑥))| = |𝑓 ′
𝑥(𝑥, 𝜙(𝑥) + 𝑐)|.

Для любого 𝑥 > 0 введем в рассмотрение величину

𝜇(𝑥) =

𝜙(𝑥)+𝑐∫︁
𝜙(𝑥)

1 + 𝑓 ′2
𝑦(𝑥, 𝑦)√︀

1 + | ▽ 𝑓(𝑥, 𝑦)|2
𝑑𝑦.

При 𝑥2 > 𝑥1 > 0 будем иметь

𝜇(𝑥2)− 𝜇(𝑥1) =

=

𝑥2∫︁
𝑥1

√︁
1 + (1 + 𝜙′2(𝑥))𝑓 ′2

𝑥(𝑥, 𝜙(𝑥) + 𝑐)𝜙′(𝑥) 𝑑𝑥−
𝑥2∫︁
𝑥1

√︁
1 + (1 + 𝜙′2(𝑥))𝑓 ′2

𝑥(𝑥, 𝜙(𝑥))𝜙
′(𝑥) 𝑑𝑥.

Следовательно, используя второе граничное условие, получим

𝜇(𝑥2)− 𝜇(𝑥1) = 0.

Значит, 𝜇(𝑥) есть величина постоянная, которую в дальнейшем будем обозначать через
𝜇.

Тогда на границе 𝜕′′Π получим:

𝑣(𝑥, 𝜙(𝑥) + 𝑐)− 𝑣(𝑥, 𝜙(𝑥)) = 𝜇,

Φ(𝑥) =
1

2
(𝑣(𝑥, 𝜙(𝑥) + 𝑐) + 𝑣(𝑥, 𝜙(𝑥))) =

=
1

2
(

(𝑥0,−𝜙(𝑥0))∫︁
(𝑥0,𝑦0)

𝑑𝑣 +

(𝑥0,𝜙(𝑥0))∫︁
(𝑥0,𝑦0)

𝑑𝑣) +

𝑥∫︁
𝑥0

√︁
1 + (1 + 𝜙′2(𝑥))𝑓 ′2

𝑥(𝑥, 𝜙(𝑥))𝜙
′(𝑥) 𝑑𝑥.

Причем Φ′(𝑥) =
√︁
1 + (1 + 𝜙′2(𝑥))𝑓 ′2

𝑥(𝑥, 𝜙(𝑥))𝜙
′(𝑥).

Отображение 𝑤(𝑥, 𝑦) есть диффеоморфизм Π на Π𝑤, где

Π𝑤 = {(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑅2 : 0 < 𝑢 < +∞, Φ(𝑢)− 1

2
𝜇 < 𝑣 < Φ(𝑢) +

1

2
𝜇}.

Для данного случая полосообразной области Π результаты, аналогичные теоремам 1–3,
будут иметь вид.
Теорема 4. Пусть 𝜈(𝑥) — положительная, неубывающая, непрерывная на (0,+∞)
функция, для которой

+∞∫︁
0

𝜈(𝑥)𝑒−
𝜋
𝜇
(𝑥+𝛼(𝑥)) 𝑑𝑥 = +∞, где 𝛼(𝑥) =

𝑥∫︁
0

Φ′2(𝑡) 𝑑𝑡.
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Тогда, если всюду в Π выполнено

log(−𝐾(𝑥, 𝑦)) ≤ −𝜈(𝑥),

то 𝑓(𝑥, 𝑦) ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
Теорема 5. Пусть 𝐿 — кривая, начинающаяся в какой-либо конечной точке области
Π и идущая в бесконечность, оставаясь в области Π.

Если 𝐾(𝑥, 𝑦) ограничена в Π и

log(−𝐾(𝑥, 𝑦))

𝑒
𝜋
𝜇
(𝑥+𝛼(𝑥))

→ −∞, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿, 𝑥→ +∞,

то 𝑓(𝑥, 𝑦) ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
Теорема 6. Если 𝐾(𝑥, 𝑦) — ограничена в Π и непрерывна в ее замыкании и, кроме
того, удовлетворяет условию

∞∫︁
0

log |𝐾(𝑥, 𝜙(𝑥))𝐾(𝑥, 𝜙(𝑥) + 𝑐)|
𝑒

𝜋
𝜇
(𝑥+𝛼(𝑥))

𝑑𝑥 = −∞,

то 𝑓(𝑥, 𝑦) ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
Близкие по содержанию результаты, касающиеся минимальных поверхностей над

неограниченными областями R2, получены в [3] и [5]. Аналогичные оценки допустимой
скорости стабилизации минимальной поверхности автором приведены в [1; 2]. Вместе с
тем, при большей общности, они менее точны в рассматриваемых нами частных случаях.
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SOME ESTIMATES OF THE ASYMPTOTIC BEHAVIOR OF THE MINIMAL
SURFACE OVER STRIP DOMAIN

Akopyan Ripsimе Sеrgoеvna
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Abstract. The solutions of equation of the minimal surfaces given over
unbounded domains were studied in many works (for example, see [1-Џ3; 5])
dealing with various problems of asymptotic behavior of the minimal surfaces,
including the questions of admissible speed of stabilization and the theorem by
Fragmen — Lindelef. The object of the present research is solution of equations of
the minimal surfaces given over strip domains of special type and satisfying some
zero boundary values. The author estimates the possible asymptotic behavior
of Gaussian curvature using the traditional for such kind of problems approach
consisting in construction of auxiliary conformal mapping, the appropriate properties
of which are investigated. Two special cases are studied.

Let 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) be the 𝐶2-solution of the equation of minimal surfaces (1)
given over strip domain Π = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2 : 0 < 𝑥 < +∞, −𝜙(𝑥) < 𝑦 < 𝜙(𝑥)},
where 𝜙(𝑥) — continuously differentiable function. Let us denote by the symbols
𝜕′Π and 𝜕′′Π sectors of the boundary 𝜕Π:

𝜕′Π = 𝜕Π ∩ {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2 : 𝑥 = 0}, 𝜕′′Π = 𝜕Π ∖ 𝜕′Π.

Assume that the solution 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) satisfies the conditions (i) and (ii).
For the Gaussian curvature of minimal surfaces 𝐾(𝑥, 𝑦) the following

theorems are suggested:
Theorem 1. Let 𝜈(𝑥) — positive, non-decreasing continuous on (0,+∞)

the function to which
+∞∫︁
0

𝜈(𝑥)𝑒−𝜎(𝑥)
𝑑𝑥

𝜇(𝑥)
= +∞, где 𝜎(𝑥) = 𝜋

𝑥∫︁
0

𝑑𝑡

𝜇(𝑡)
.

ISSN 2222-8896. Вестн. Волгогр. гос. ун-та. Сер. 1, Мат. Физ. 2014. № 3 (22) 11

Олеся
Машинописный текст

Олеся
Текст
 –

Олеся
Машинописный текст



МАТЕМАТИКА

Then, if everywhere in Π executed

log(−𝐾(𝑥, 𝑦)) ≤ −𝜈(𝑥),

then 𝑓(𝑥, 𝑦) ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Let 𝜆(𝑥) = 𝜋
𝑥∫︀
0

1+ 1
12
𝜇′2(𝑡)

𝜇(𝑡)
𝑑𝑡.

Theorem 2. Let 𝐿 — curve starting at any endpoint of the border domain
Π and goes to infinity, remaining in Π.

If 𝐾(𝑥, 𝑦) is bounded in Π, and

log(−𝐾(𝑥, 𝑦))

𝑒𝜆(𝑥)
→ −∞, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿, 𝑥→ +∞,

then 𝑓(𝑥, 𝑦) ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
Similar results on the speed of approach to zero of Gaussian curvature the

minimal surface were obtained in [1; 2]. However, in the considered special cases
at the greater community, they are less exact.

Key words: equations of the minimal surfaces, strip domain, gaussian
curvature, asymptotic behavior, holomorphic functions.
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