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Аннотация. Рассматривается задача об аппроксимации функции, заданной в не-
которой области из R2. Считаются известными нормали к ее графику в системе точек, 
лежащих в этой области. Искомая функция ищется в виде многочлена от двух пере-
менных, коэффициенты которого минимизируют невязку. Невязка представляет со-
бой сумму квадратов разностей нормалей к заданной и восстанавливающей поверхно-
стям, нормированным таким образом, чтобы их аппликаты равнялись единице. При-
водятся численные примеры для алгебраической и трансцендентной функции, кото-
рые иллюстрируют эффективность предложенного алгоритма. 

Ключевые слова: регулярная поверхность, нормали к поверхности, аппрокси-
мация, метод наименьших квадратов (МНК), функция невязки. 

Введение 

В приложениях достаточно часто встречаются задачи восстановления поверхностей по не-
скольким известным ее точкам [1]. Обычно функция, которая задает поверхность, ищется в ви-
де многочлена от двух переменных, коэффициенты которой находятся методом наименьших 
квадратов [5]. Другим подходом к этому является аппарат дискретного геометрического моде-
лирования, в котором результатом работы соответствующих алгоритмов выступает дополни-
тельная информация про поверхность на более широком множестве точек при некоторых апри-
орных предположениях об их поведении [6].  

В других задачах, таких как восстановление трехмерных объектов по их двумерным изо-
бражениям при использовании модели Ламберта, имеется информация о нормалях к поверхно-
сти в системе точек [2]. В таких случаях используются сплайны [4; 8; 9].  

В данной статье предлагается способ аналитического восстановления поверхности в 
заданной области. Для кривых подобная задача была решена автором в [3]. Полученные 
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результаты могут быть полезны, в частности, при подготовке цифровой модели рельефа 
местности [7]. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим следующую задачу. В трехмерном пространстве задана некоторая регу-
лярная поверхность Ф, которая однозначно проектируется на область D координатной 
плоскости OXY. В области D заданы n точек Ai(xi, yi), i = 1 ... n. В этих точках известны 
нормали iv  к поверхности Ф. Ставится задача о нахождении поверхности , которая опи-
сывается уравнением z = f(x, y), нормали к которой в точках Ai наиболее близки по на-
правлению к векторам iv . Здесь f(x, y) – полином фиксированной степени m от двух пе-
ременных. 

Будем считать, что все нормали iv  выбраны таким образом, что образуют острый угол с 
положительным направлением оси OZ. Так как нас интересуют только направления векторов, а 
не их длина, то стоит отметить, что они нормированы таким образом, что их третья координата 
равнялась единице, то есть нормали имеют следующий вид  1 2, ,1i i i iv v v v . Такое нормирова-

ние всегда возможно, иначе не будет выполняться однозначность проектирования. 

2. Метод решения 

Функцию f(x, y) запишем в виде: 

  ,
,

j k
jk

j k

f x y a x y .  (1) 

Тут суммирование проводится по всем таким наборам (j, k), для которых , 0j k  , 
j k m  . 

Перепишем уравнение поверхности  в виде    , , , 0g x y z z f x y   . Нормаль к этой 
поверхности в точке Ai(xi, yi) параллельна вектору: 

 , , , ,1
i ii

i
A AA

g g g f f
x y z x y

      
               

. (2) 

Таким образом, если нам удалось точно решить поставленную задачу, то должны иметь 
место следующие равенства: 

, 1...i iv i n   , 

которые можно записать в виде:  

 2

1

0
n

i i
i

v


  . 

Поскольку степень многочлена f(x, y) фиксированная, то речь идет о приближенном реше-
нии. В этом случае приведенное выражение не будет равняться нулю. Близость направлений 
заданных и построенных нормалей будем характеризовать невязкой: 
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 2

1

1
2

n

i i
i

F v


 
, (3) 

которую необходимо минимизировать.  
При указанной выше нормировке все векторы iv  имеют в общем случае разные дли-

ны: 
 3

1
,i

i

v
w e

 , где iw  – единичный вектор, сонаправленный вектору нормали iv , 3e  – 

орт оси Oz. Таким образом, при выборе такой невязки векторы нормали, имеющие боль-
ший угол с вертикальной осью, будут иметь большую длину, и как следствие, будут луч-
ше приближены.  

С учетом (1) и (2), в развернутом виде невязка запишется следующим образом: 

 
2 2

1 1
1 2

1 1
2 min.

n n
j k j k

i jk i i i jk i i
i j k i j k

F v j a x y v k a x y 

 

   
         

   
   

, ,
 (4) 

Количество искомых параметров ajk равно 
 1

1
2

m m
 , так как наличие слагаемого a00  

не влияет на направление нормалей. Для определения этих параметров, согласно методу наи-
меньших квадратов, найдем частные производные от F, по ним и приравняем полученные вы-
ражения к нулю. В итоге имеем систему: 

1 1 1 1
1 2

1 , ,

0.
n

j k s p j k s p
i jk i i i i i jk i i i i

i j k j ksp

F v j a x y sx y v k a x y px y
a

   



    
               
    

Тут , 0s p  , s p m  . После преобразований получаем систему: 

  2 1 1 1 2 1 0,, , , , , ,
,

jk j s k p j s k p s p s p
j k

a jsR kpR sL pL            (5) 

где 

 
1

,

n

i i
i

R x y 
 



 , 
1

, ,

n

i i i
i

L v x y 
   



 .  (6) 

Решив (5), получим уравнение, описывающее поверхность . 

3. Частный случай m = 2 

Рассмотрим случай, когда поверхность  описывается многочленом второй степени: 

   2 2
00 10 01 20 11 02,f x y a a x a y a x a xy a y      . (7) 

Система (5) для этого случая имеет такой вид: 
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    

   

 
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 (8) 

и может быть решена любым известным методом. 

4. Примеры расчетов 

Пример 1. Возьмем поверхность Ф, заданную уравнением z = x3 + xy + 2y2 + x – 3y, и 5 то-
чек  1 0,0A ,  2 1,0A ,  3 1,1A ,  4 1, 2A ,  5 2,1A . Вычислим соответствующие нормали: 

 1 1,3,1v  ,  2 4, 2,1v  ,  3 5, 2,1v   ,  4 6, 6,1v   ,  5 14, 3,1v   . Записав и решив систему 
(8), получим такую функцию: 

2 23,114 2,082 0,543 0663 2,674 ,z x y xy x y      
для которой соответствующие нормали равны: 

 1 0.663, 2.674,1 ,  2 5.565,2.13,1  ,  3 6.109, 2.033,1   ,  

 4 6.652, 6.196,1   ,  5 12.337, 2.576,1   . 
На рисунке 1 изображены исходная Ф и аппроксимирующая ее поверхность . Коэффици-

ент a00 выбирался таким образом, чтобы эти поверхности имели общую точку – начало коорди-
нат. На рисунке 2 изображен график функции, которая является разностью этих двух функций. 

   

Рис. 1. Поверхности Ф и    Рис. 2. График разности значений функций  
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Пример 2. Рассмотрим поверхность Ф, заданную уравнением    sin 0,5 0,5 ,z x y  

и 5 точек  1 0,0A ,  2 0,1A ,  3 1,0A ,  4 1,1A ,  5 0.5,0.5A  и вычислим соответствующие нор-

мали:  1 , ,1v t t ,  2 , ,1v t t ,  3 , ,1v t t ,  4 , ,1v t t  ,  5 0, 0,1v . Тут 0, 484t  . Записав и ре-

шив систему (8), получим такую функцию:  2   ,z txy tx ty    для которой соответствующие 
нормали равны: 

 1 , ,1t t ,  2 , ,1t t  ,  3 , ,1t t  ,  4 , ,1t t   ,  5 0,0,1 . 
На рисунке 3 изображены исходная и расчетные поверхности (они практически совпада-

ют). Коэффициент a00 брался таким образом, чтобы эти поверхности имели общую точку, кото-
рая проектируется в точку  5 0.5,0.5A . На рисунке 4 приведен график функции, которая явля-
ется разностью этих двух функций.  

   

Рис. 3. Поверхности Ф и    Рис. 4. График разности значений функций  

Как видим, в обоих рассмотренных случаях расчетные формулы дают качественное при-
ближение для заданной функции. Заметим, что если функция задана многочленом второй сте-
пени, то полученная расчетная функция будет с ней совпадать. 

 
Выводы 

В статье сформулирована задача про аппроксимацию многочленом функции двух пере-
менных по известным нормалям к графику ее поверхности в узлах некоторой сетки. Особен-
ность предложенного метода состоит в нормировке нормалей по аппликате, при которой наи-
лучшая точность аппроксимации достигается на «крутых» участках поверхности. Получена в 
общем виде система линейных алгебраических уравнений относительно коэффициентов мно-
гочлена. Численные примеры приведены для многочленов второй степени и иллюстрируют хо-
рошую степень восстановления.  
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RECOVERY OF SURFACE FROM ITS NORMALS IN THE SYSTEM OF POINTS 
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Abstract. The author studies the problem of approximation of functions defined in a 
domain of R2. In the system of points which lies in this domain, the normals to the surface 
are known. The normals are selected by such a way, so that they form an acute angle with 
the positive direction of Z-axis. The searched function is looked for in the form of a poly-
nomial in two variables, the coefficients that minimize the discrepancy. The discrepancy is 
the sum of squares of the differences of the normals to the set and restoring surfaces. 

The normals are normalized so that their applicate is equal to 1. In this case normals, 
which have a greater angle with the vertical axis, will have a greater length, hence be better 
approximated. There is the system of linear algebraic equations for the unknown parameters, 
determined that, completely restores the searched surface. For the uniqueness of recovery is 
set in one of the points of the domain. 

The article is also considering a polynomial in the second degree. In this case, the sys-
tem is aimed for finding the unknown parameters is greatly simplified. 

There are numerical examples for algebraic and transcendental functions. According to 
the obtained normals, the surface is restored, that approximates the original. 

In the second case the surface is taken, which comprises a sine equation. Just consider 
the case of the five normals. Element that does not contain the degrees have been chosen 
from the test match conditions and restored function at the origin. Drawings, which show 
the test surface and the surface, their approximate. Within the accuracy of the drawings, 
they are practically the same. In both of the above examples of numerical calculation formu-
las give a qualitative approach for a given function. Note that if the function is given by a 
polynomial of the second degree, and the amount is no less than five normals, the resulting 
estimated function will coincide with it. 

Key words: regular surface, normals to the surface, approximation, Least Square Me-
thod (LSM), misalignment function. 

 


