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Аннотация. В работе приводится построение триангуляции простран-
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Введение

Пусть задан конечный набор точек {𝑃𝑖}𝑚𝑖=1 в пространстве R3. Триангуляцией
данного набора точек называется совокупность невырожденных тетраэдров {𝑇𝑗}𝑁𝑗=1,
удовлетворяющих условиям:

1) любая точка 𝑃𝑖 является вершиной хотя бы одного тетраэдра 𝑇𝑗;
2) каждый тетраэдр 𝑇𝑗 содержит только четыре точки из данного набора, явля-

ющиеся вершинами этого тетраэдра.
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Пусть Ω ограниченная область в R3. Триангуляцией области Ω называется три-
ангуляция произвольного конечного набора точек, лежащего в замыкании области Ω.

В настоящее время для плоских областей имеется довольно большое число раз-
личных алгоритмов триангуляции, описание которых можно найти, например, в работах
[1; 5; 8–10]. Многие из приведенных там алгоритмов подходят, после соответствующих
изменений, и для трехмерных областей. Описание некоторых прямых и итерационных
алгоритмов в пространственном случае имеется в работах [2; 3]. Как правило, в пере-
численных работах не исследуется математически строго качество построенной триан-
гуляции и не выводится никаких количественных оценок ее числовых характеристик.

В настоящей работе мы описываем достаточно простой в реализации алгоритм
триангуляции пространственной области специального вида, который относится к так
называемым прямым методам. Для оценки качества построенной триангуляции мы ис-
пользуем минимальный двугранный угол, вычисленный среди всех тетраэдров триангу-
ляции. Именно мы приводим нижнюю оценку этого угла через геометрические харак-
теристики области и параметры ее разбиения на ячейки. Стоит отметить, что условие
пустой сферы, то есть условие Делоне, не обеспечивает качественной триангуляции
(в отличие от триангуляции на плоскости). Например, в работе [6] строится пример
триангуляции пространственной области, удовлетворяющей условию Делоне, но не ап-
проксимирующей с достаточной точностью градиент гладкой функции. Это ограничи-
вает область применения таких триангуляций в различных вычислительных задачах,
например, при численном решении уравнений с частными производными. В то же время
более сильные условия на триангуляцию, которые обеспечивают необходимую точность
вычисления площади, дают равномерную сходимость приближенных решений уравнения
минимальной поверхности [4]. Для пространственных триангуляций (см., например, [7])
отделимость от нуля двугранных углов в тетраэдрах позволяет показать, что погреш-
ность вычисления градиента гладкой функции стремится к нулю при стремлении к нулю
максимального диаметра тетраэдров.

1. Основные результаты

Рассмотрим элементарную область Ω ⊂ R3, которая имеет вид

Ω = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) : 𝑎 < 𝑥 < 𝑏, 𝑐 < 𝑦 < 𝑑, 𝜙(𝑥, 𝑦) < 𝑧 < 𝜓(𝑥, 𝑦)} ,

где 𝜙(𝑥, 𝑦) и 𝜓(𝑥, 𝑦) — заданные на прямоугольнике [𝑎, 𝑏]× [𝑐, 𝑑] функции, удовлетворя-
ющие условию Липшица.

Далее полагаем

𝑀0 = inf
(𝑥,𝑦)∈[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

(𝜓(𝑥, 𝑦)− 𝜙(𝑥, 𝑦)) > 0,

𝑀1 = sup
(𝑥,𝑦)∈[𝑎,𝑏]×[𝑐,𝑑]

(𝜓(𝑥, 𝑦)− 𝜙(𝑥, 𝑦)) <∞.

Будем считать, что для функций 𝜙(𝑥, 𝑦) и 𝜓(𝑥, 𝑦) найдется постоянная 𝐿 < ∞ такая,
что выполняются неравенства

|𝜙(𝑥′, 𝑦′)− 𝜙(𝑥′′, 𝑦′′)| ≤ 𝐿
√︁
(𝑥′ − 𝑥′′)2 + (𝑦′ − 𝑦′′)2,

|𝜓(𝑥′, 𝑦′)− 𝜓(𝑥′′, 𝑦′′)| ≤ 𝐿
√︁
(𝑥′ − 𝑥′′)2 + (𝑦′ − 𝑦′′)2
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для любых 𝑥′, 𝑥′′ ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑦′, 𝑦′′ ∈ [𝑐, 𝑑]. Далее опишем построение триангуляции области
Ω. Пусть 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < 𝑥2 < ... < 𝑥𝑛 = 𝑏 — разбиение отрезка [𝑎, 𝑏], 𝑐 = 𝑦0 < 𝑦1 < 𝑥2 <
< ... < 𝑦𝑚 = 𝑑 — разбиение отрезка [𝑐, 𝑑]. Положим

𝑓τ(𝑥, 𝑦) = τ𝜓(𝑥, 𝑦) + (1− τ)𝜙(𝑥, 𝑦), τ ∈ [0, 1].

Рис. 1. Пример элементарной области Ω

Разобьем отрезок [0, 1] точками 0 = τ0 < τ1 < τ2 < ... < τ𝑘 = 1 и в области Ω
рассмотрим сетку, определяемую системой точек

𝐴𝑖𝑗𝑙(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑖𝑗𝑙) = (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑓τ𝑙(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)), 𝑖 = 0, ..., 𝑛, 𝑗 = 0, ...,𝑚, 𝑙 = 0, ..., 𝑘.

Ясно, что все точки (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑖𝑗𝑙) ∈ Ω. Зафиксируем индексы 𝑖, 𝑗, 𝑙, где 𝑖 = 0, ..., 𝑛 − 1,
𝑗 = 0, ...,𝑚 − 1, 𝑙 = 0, ..., 𝑘 − 1 и рассмотрим ячейку, задаваемую точками 𝐴𝑖𝑗𝑙, 𝐴𝑖+1𝑗𝑙,
𝐴𝑖𝑗+1𝑙, 𝐴𝑖+1𝑗+1𝑙, 𝐴𝑖𝑗𝑙+1, 𝐴𝑖+1𝑗𝑙+1, 𝐴𝑖𝑗+1𝑙+1, 𝐴𝑖+1𝑗+1𝑙+1. Данная ячейка Ω𝑖𝑗𝑙 определяется
следующим образом

Ω𝑖𝑗𝑙 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) : 𝑥𝑖 < 𝑥 < 𝑥𝑖+1, 𝑦𝑗 < 𝑦 < 𝑦𝑗+1, 𝑓τ𝑙(𝑥, 𝑦) < 𝑧 < 𝑓τ𝑙+1
(𝑥, 𝑦)}.

В каждой такой подобласти Ω𝑖𝑗𝑙 построим триангуляцию, состоящую из шести тетра-
эдров. Способ выбора этих тетраэдров для параллелепипеда указан в работе [3]. Мы
используем ту же схему.

Рис. 2. Схема построения тетраэдров в одной части ячейки Ω𝑖𝑗𝑙

Приведем эти тетраэдры, выписав четыре вершины каждого из них. Итак, полагаем

𝑇 1
𝑖𝑗𝑙 = (𝐴𝑖𝑗𝑙, 𝐴𝑖𝑗+1𝑙, 𝐴𝑖𝑗+1𝑙+1, 𝐴𝑖+1𝑗+1𝑙), 𝑇

2
𝑖𝑗𝑙 = (𝐴𝑖𝑗𝑙+1, 𝐴𝑖𝑗+1𝑙+1, 𝐴𝑖+1𝑗+1𝑙+1, 𝐴𝑖+1𝑗+1𝑙),
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𝑇 3
𝑖𝑗𝑙 = (𝐴𝑖𝑗𝑙, 𝐴𝑖𝑗𝑙+1, 𝐴𝑖+1𝑗+1𝑙, 𝐴𝑖𝑗+1𝑙+1), 𝑇

4
𝑖𝑗𝑙 = (𝐴𝑖𝑗𝑙, 𝐴𝑖+1𝑗+1𝑙, 𝐴𝑖+1𝑗𝑙, 𝐴𝑖+1𝑗𝑙+1),

𝑇 5
𝑖𝑗𝑙 = (𝐴𝑖𝑗𝑙+1, 𝐴𝑖+1𝑗𝑙+1, 𝐴𝑖+1𝑗+1𝑙+1, 𝐴𝑖+1𝑗+1𝑙), 𝑇

6
𝑖𝑗𝑙 = (𝐴𝑖𝑗𝑙, 𝐴𝑖+1𝑗+1𝑙, 𝐴𝑖𝑗𝑙+1, 𝐴𝑖+1𝑗𝑙+1).

Пробегая все допустимые значения индексов 𝑖, 𝑗, 𝑙, получим триангуляцию всего множе-
ства точек {𝐴𝑖𝑗𝑙}, 𝑖 = 0, ..., 𝑛, 𝑗 = 0, ...,𝑚, 𝑙 = 0, ..., 𝑘.

Для формулировки основного результата введем следующие обозначения. Полагаем

ℎ1𝑥 = min
0≤𝑖≤𝑛−1

(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖), ℎ
2
𝑥 = max

0≤𝑖≤𝑛−1
(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖),

ℎ1𝑦 = min
0≤𝑗≤𝑚−1

(𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗), ℎ
2
𝑦 = max

0≤𝑗≤𝑚−1
(𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗),

𝑡1 = min
0≤𝑙≤𝑘−1

(τ𝑙+1 − τ𝑙), 𝑡
2 = max

0≤𝑙≤𝑘−1
(τ𝑙+1 − τ𝑙).

Оценка углов будет проводиться одинаково в каждой ячейки Ω𝑖𝑗𝑙. Более того, ее до-
статочно получить только для тетраэдров 𝑇 1

𝑖𝑗𝑙, 𝑇
2
𝑖𝑗𝑙, 𝑇

3
𝑖𝑗𝑙, так как для остальных трех

рассуждения будут такими же.
Для начала отметим следующее. Пусть заданы два вектора

�⃗�1 = (α1,β1, 1), �⃗�2 = (α2,β2, 1).

Тогда синус угла θ между ними удовлетворяет неравенству

sin2 θ ≥ (α1 − α2)
2 + (β1 − β2)

2

(1 + α2
1 + β2

1)(1 + α2
2 + β2

2)
. (1)

Итак, рассмотрим первый тетраэдр 𝑇 1
𝑖𝑗𝑙. Его грани лежат на плоскостях, нормали кото-

рых равны векторам

�⃗�1 = (1, 0, 0), �⃗�2 = (0, 1, 0), �⃗�3 =

(︂
𝑧𝑖+1𝑗+1𝑙 − 𝑧𝑖𝑗+1𝑙

𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖
,
𝑧𝑖𝑗+1𝑙 − 𝑧𝑖𝑗𝑙
𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗

,−1

)︂
,

�⃗�4 =

(︂
𝑧𝑖+1𝑗+1𝑙 − 𝑧𝑖𝑗+1𝑙+1

𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖
,
𝑧𝑖𝑗+1𝑙+1 − 𝑧𝑖𝑗𝑙
𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗

,−1

)︂
.

Обозначим углы между соответствующими векторами θ12, θ13, θ14, θ23, θ24, θ34. Тогда,
используя оценку (1), получаем для угла θ34 неравенство

sin2 θ34 ≥

≥

(︁
𝑧𝑖𝑗+1𝑙+1−𝑧𝑖𝑗+1𝑙

𝑥𝑖+1−𝑥𝑖

)︁2

+
(︁

𝑧𝑖𝑗+1𝑙+1−𝑧𝑖𝑗𝑙+1

𝑦𝑗+1−𝑦𝑗

)︁2(︂
1 +

(︁
𝑧𝑖+1𝑗+1𝑙−𝑧𝑖𝑗+1𝑙

𝑥𝑖+1−𝑥𝑖

)︁2

+
(︁

𝑧𝑖𝑗+1𝑙−𝑧𝑖𝑗𝑙
𝑦𝑗+1−𝑦𝑗

)︁2
)︂(︂

1 +
(︁

𝑧𝑖+1𝑗+1𝑙−𝑧𝑖𝑗+1𝑙+1

𝑥𝑖+1−𝑥𝑖

)︁2

+
(︁

𝑧𝑖𝑗+1𝑙+1−𝑧𝑖𝑗𝑙
𝑦𝑗+1−𝑦𝑗

)︁2
)︂ ≥

≥

(︁
𝑡1

ℎ2
𝑥

)︁2

𝑀2
0 + 𝐿2

(1 + 2𝐿2)

(︂
1 +

(︁
𝐿+ 𝑡2

ℎ1
𝑥
𝑀1

)︁2

+
(︁
𝐿+ 𝑡2

ℎ1
𝑦
𝑀1

)︁2
)︂ . (2)

Аналогично приходим к нижним оценкам остальных углов

sin2 θ13 ≥
1

1 + 𝐿2
, sin2 θ14 ≥

1

1 +
(︁

𝑡2

ℎ1
𝑥
𝑀1 + 𝐿

)︁2 , sin2 θ12 = 1,
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sin2 θ23 ≥
1

1 + 𝐿2
, sin2 θ24 ≥

1

1 +
(︁

𝑡2

ℎ1
𝑦
𝑀1 + 𝐿

)︁2 .

Из углов других тетраэдров отличительными будут углы для граней, находящихся на

плоскости, ортогональной вектору �⃗�5 =
(︁

𝑦𝑗+1−𝑦𝑗
𝑥𝑖+1−𝑥𝑖

,−1, 0
)︁
, то есть на диагональной плос-

кости. Оценка угла θ45 между векторами �⃗�4 и �⃗�5 будет такой

sin2 θ45 ≥
1

1 +
(︁

𝑡2

ℎ1
𝑥
𝑀1 + 𝐿

)︁2

+
(︁

𝑡2

ℎ1
𝑦
𝑀1 + 𝐿

)︁2 .

Остальные углы в оставшихся тетраэдрах оцениваются через те же величины. В ито-
ге приходим к утверждению, которое показывает, что при определенных условиях на
разбиения отрезков [𝑎, 𝑏] и [𝑐, 𝑑] при измельчении триангуляции двугранные углы по-
строенных тетраэдров будут отделены от нуля некоторым положительным числом.

Теорема 1. Для любого двугранного угла θ всякого тетраэдра построенной триан-
гуляции выполнено неравенство

sin2 θ ≥
min

{︂(︁
𝑡1

ℎ2
𝑥

)︁2

𝑀2
0 + 𝐿2,

(︁
𝑡1

ℎ2
𝑦

)︁2

𝑀2
0 + 𝐿2, 1 + 2𝐿2

}︂
(1 + 2𝐿2)

(︂
1 +

(︁
𝑡2

ℎ1
𝑥
𝑀1 + 𝐿

)︁2

+
(︁

𝑡2

ℎ1
𝑦
𝑀1 + 𝐿

)︁2
)︂ .

В частности, если 𝑛 = 𝑚 = 𝑘 и 𝑥𝑖 = 𝑎+ 𝑖(𝑏− 𝑎)/𝑛, 𝑦𝑗 = 𝑐+ 𝑗(𝑑− 𝑐)/𝑚, τ𝑙 = 𝑙/𝑘, то

sin2 θ ≥
min

{︂(︁
𝑀0

𝑏−𝑎

)︁2

+ 𝐿2,
(︁

𝑀0

𝑑−𝑐

)︁2

+ 𝐿2, 1 + 2𝐿2

}︂
(1 + 2𝐿2)(1 + (𝑀1

𝑏−𝑎
+ 𝐿)2 + (𝑀1

𝑑−𝑐
+ 𝐿)2)

.

Наконец, для куба имеем sin2 θ ≥ 1/3.

ПРИМЕЧАНИЕ

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект № 15-41-02517-р_по-
волжье_а.
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Abstract. We consider a domain Ω ⊂ R3 that has the form

Ω = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) : 𝑎 < 𝑥 < 𝑏, 𝑐 < 𝑦 < 𝑑, 𝜙(𝑥, 𝑦) < 𝑧 < 𝜓(𝑥, 𝑦)} ,

where 𝜙(𝑥, 𝑦) and 𝜓(𝑥, 𝑦) are given functions in rectangle [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] which
satisfy Lipschitz condition. Let 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < 𝑥2 < ... < 𝑥𝑛 = 𝑏 be a partition
of the segment [𝑎, 𝑏] and 𝑐 = 𝑦0 < 𝑦1 < 𝑥2 < ... < 𝑦𝑚 = 𝑑 be a partition of the
segment [𝑐, 𝑑]. We put

𝑓τ(𝑥, 𝑦) = τ𝜓(𝑥, 𝑦) + (1− τ)𝜙(𝑥, 𝑦), τ ∈ [0, 1].

We divide the segment [0, 1] by points 0 = τ0 < τ1 < τ2 < ... < τ𝑘 = 1 and
consider the grid in the domain Ω defined points

𝐴𝑖𝑗𝑙(𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑖𝑗𝑙) = (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑓τ𝑙(𝑥𝑖, 𝑦𝑗)), 𝑖 = 0, ..., 𝑛, 𝑗 = 0, ...,𝑚, 𝑙 = 0, ..., 𝑘.

In this paper we built a triangulation of the region Ω of nodes 𝐴𝑖𝑗𝑙 such that
a decrease in the fineness of the partition, and under certain conditions, the
dihedral angles are separated from zero to some positive constant.

Key words: triangulation, tetrahedron, dihedral angle, elementary domain,
partition of domain, Lipschitz condition.
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