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Аннотация. Впервые с помощью теории аналитических функций и формул Коло-
сова-Мусхелишвили решена задача двумерной теории упругости для толстостенного
кольца при неравномерных самоуравновешивающихся давлениях, представленных в
виде рядов Фурье, действующих на его границах.
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Введение

Обобщение задачи Ляме для толстостенного кольца на случай произвольного распределе-
ния давлений на его внутренней и внешней границах представляет определенный методический
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интерес, так как при решении указанной задачи у студентов закрепляются навыки решения кра-
евых задач для областей, имеющих круговые границы с помощью рядов аналитических функций.

Отсутствие решения этой задачи как в научной, так и в учебной литературе объясняется
довольно громоздкими преобразованиями, которые необходимо выполнить для получения рас-
пределений компонент напряжений.

Общие формулы Колосова-Мусхелишвили

Для упругого изотропного кольца формулы в декартовых координатах имеют вид [1; 2]:

    zzyyxx   2 , (1)

    zzzi xyxxyy   22 , (2)

       zzzziuu yx  2 , (3)

где xx, yy, xy – компоненты напряжений; ux, uy – проекции вектора перемещений в декартовой системе

координат; i – комплексная единица; z), z) – функции, голоморфные в кольце (рис. 1);  
12
E ; E –

модуль упругости;  – коэффициент Пуассона;  – константа, определяемая видом напряженного состояния:












состоянии. мнапряженно плоском при–  

1
-3

;деформации плоской при– 43

Учитывая, что в [1]:

yyxxrr   ,
(4)  

  i
xyxxyyrrr eii 222 ,

где rr, , r – компоненты напряжений в полярной системе координат, вычитаем из первого уравнения
системы (4) и, используя (1) и (2), получаем:

       z
z
zzzzzi rrr    . (5)

Рис. 1. Кольцо под действием самоуравновешивающегося внутреннего p1() и внешнего p2() давлений
(R1 – внутренний радиус кольца; R2 – внешний радиус кольца)
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Общий вид комплексных потенциалов,
решающих первую основную краевую задачу для кольца в общем случае

Очевидно, что общий вид комплексных потенциалов, решающих задачу для кольца, являет-
ся простой суперпозицией комплексных потенциалов для линейно упругих изотропных отверстий
в плоскости и диска:
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где

      



dRV

RrrRrrrx  sincos
2

0
11,

11 , (7)

      



dRV

RrrRrrry  cossin
2

0
11,

11 ,

      



dRV

RrrRrrrx  sincos
2

0
22,

22 , (8)

      



dRV

RrrRrrry  cossin
2

0
22,

22 ,

Vx, 1, Vy, 1 – компоненты главного вектора сил, действующих на внутреннем радиусе кольца; Vx, 2, Vy, 2 – компо-
ненты главного вектора сил, действующих на внешнем радиусе кольца.

Краевые условия на границах кольца.
Определение самоуравновешивающейся нагрузки

Будем предполагать, что трение на границах кольца отсутствует ( 0
11


 RRrr ), а такжее
 

 1
1

p
Rrrr  и  

 2
2

p
Rrrr . Исходя из краевых условий задачи и из формул для определе-

ния главных векторов сил, действующих на одной и другой границе кольца (7) и (8), получаем:

     


dpRVx  cos
2

0
111, ,      



dpRVy  sin
2

0
111, , (9)

     


dpRVx  cos
2

0
222, ,      



dpRVy  sin
2

0
222, .

Условие самоуравновешенности нагрузок, действующих на границах кольца, определяется
очевидным образом, исходя из (9):

02,2,1,1,  yxyx VVVV . (10)

Будем полагать, что на внутренней и внешней границе кольца для p1() и p2() справедливы
следующие равенства:

      





1

,1,1
0,1

1 sincos
2 j

jj jBjA
A

p , (11)
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1

,2,2
0,2

2 sincos
2 j

jj jBjA
A

p ,

где An, j, Bn, j ( 2,1n ,  ,1j ) – вещественные коэффициенты рядов Фурье, для которых выполнено:

    


 




djpA njn cos1
,  ( 2,1n ,  ,0j ), (12)

    


 




djpB njn sin1
,  ( 2,1n ,  ,1j ).

Тогда, подставляя (11) в (9), с учетом (10), можно получить условия самоуравновешивания
обеих нагрузок, действующих на внутренней и внешней поверхностях кольца. Используя извест-
ное свойство ортогональности тригонометрических функций, с учетом (11) и (12), условие (10)
можно переписать в виде:

01,11,1  BA , 01,21,2  BA . (13)

Решение первой основной задачи для упругого изотропного кольца
с произвольными самоуравновешиваемыми распределениями давлений,

заданными на его границах в виде рядов Фурье

Подставляя (10) в (6), можно получить:
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Подставляя (14) в (5), получаем выражение нормального радиального и касательного на-
пряжений, действующих в кольце, с использованием разложений в ряд:
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(15)
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Подставляем в (15) выражение z = r • ei:
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Задавая последовательно два значения r (r = R1 и r = R2) в (16), получаем значение rr – ir
на обеих границах с учетом краевых условий:
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Разделяя вещественную и мнимую части в (17), получаем очевидные уравнения:
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Используя очевидные подстановки    knknkn aiaa ,,, ImRe  ,    knknkn bibb ,,, ImRe   и
    mime mi sincos  в (18) и (11) для левой части (18), можно получить две веществен-

ные системы уравнений:

    

          

          1sinIm1cosRe2

1sinIm1cosRe2

sincos
2

1
,2,21

1
,1,1

1

2,1,1
,,

0,






































k
kkk

n

k
kk

k
n

nnj
jnjn

n

kaka
R

k

kakaRk

jBjA
A



А.С. Кравчук, А.И. Кравчук. Напряженное состояние упругого толстостенного кольца50

ФИЗИКА

            

            

          

          ,1sinIm1cosRe

1sinIm1cosRe

1sinIm1cosRe1

1sinIm1cosRe1

1
,2,21

1
,1,1

1

1
,2,21

2
,1,1

1










































k
kkk

n

k
kk

k
n

k
kkk

n

k
kk

k
n

kbkb
R

k

kbkbRk

kaka
R
kk

kakaRkk

            

            




















1
,2,21

2
,1,1

1

1cosIm1sinRe1

1cosIm1sinRe10

k
kkk

n

k
kk

k
n

kaka
R
kk

kakaRkk

(19)

          

          .1cosIm1sinRe

1cosIm1sinRe

1
,2,21

1
,1,1

1



















k
kkk

n

k
kk

k
n

kbkb
R

k

kbkbRk

Разделяем уравнения (19) для коэффициентов при cos(m • ) и sin(m • ) отдельно для веще-
ственной и мнимой частей:
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Выделяя уравнения для коэффициентов при одинаковых cos(m • ) и sin(m • ) в (20), получа-
ем систему уравнений (ограничимся несколькими первыми слагаемыми в (6), то есть

    0,3,2,5,1 
 kkkk aa ,     0,5,,2,3,,1   kkkk bb ):

Полагая j = 0 в левой части первого и второго уравнений (20), определим вещественные
части коэффициентов a1,1 и b2,1:

   
2

Re1Re2 0,1
1,22

1
1,1

A
b

R
a  ,

(21)
   

2
Re1Re2 0,2

1,22
2

1,1

A
b

R
a  ,

  0Im 1,1 a .

Из третьего уравнения (20):

  0Im 1,2 b . (22)

Полагая j = 1 в левой части первого и второго уравнений (20), получаем систему для опре-
деления вещественной части a1,2, а также вещественной и мнимой части b2,2 для тригонометри-
ческих функций аргумента , учитывая условие самоуравновешенности нагрузки на внутренней и
внешней границе кольца (13):

    ,0Re2Re2 1,2,232,1  n
n

n Ab
R

aR

(23)
    .0Im2Im2 1,2,232,1  n

n
n Bb

R
aR

Из третьего и четвертого уравнения (20) дополнительно получаем для тригонометрических
функций аргумента :

    0Im2Im2 2,232,1  b
R

aR
n

n ,

(24)
    .0Re2Re2 2,232,1  b

R
aR

n
n
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Полагая j = 2 в левой части первого и второго уравнений (20), получаем систему для триго-
нометрических функций аргумента 2 :

      2,3,241,11,22 Re3ReRe4
n

nn

Ab
R

ba
R

 ,
(25)

      2,3,241,11,22 Im3ImIm4
n

nn

Bb
R

ba
R

 .

Из третьего и четвертого уравнений (20) дополнительно получаем для тригонометрических
функций аргумента 2 :

        0Im3ImIm2Im6 3,241,11,223,1
2  b

R
ba

R
aR

nn
n ,

(26)
        0Re3ReRe2Re6 3,241,11,223,1

2  b
R

ba
R

aR
nn

n .

Полагая j = 3 в левой части первого и второго уравнений (20), получаем систему для триго-
нометрических функций аргумента 3 :

        ,Re4Re2Re10Re4 3,4,252,12,234,1
3

n
n

n
n

n Ab
R

bRa
R

aR 

(27)
        3,4,252,12,234,1

3 Im4Im2Im10Im4 n
n

n
n

n Bb
R

bRa
R

aR  .

Из третьего и четвертого уравнений (20) дополнительно получаем для тригонометрических
функций аргумента 3 :

        0Im4Im2Im6Im12 ,252,12,234,1
3  k

n
n

n
n b

R
bRa

R
aR ,

(28)
        0Re4Re2Re6Re12 4,252,12,234,1

3  b
R

bRa
R

aR
n

n
n

n .

Исходя из систем (21)–(28), следует, что, решив эти уравнения, можно получить выражение
коэффициентов  4,1,1 kka ,  2,1,2 kka ,  2,1,1 kkb ,  4,1,2 kkb  через коэффициенты двух рядов Фурье (11) в1) в
следующем виде

 2
2

2
1

2
20,2

2
10,1

1,1 4 RR
RARA

a



 , 02,1 a ,

(29)
 

2
1

2
2

2
2

2
10,20,1

1,2 2 RR
RRAA

b






 , 02,2 b .

Система для определения вещественной части коэффициентов при тригонометрических
функциях аргумента 2 :

      2,13,24
1

1,11,22
1

Re3ReRe4 Ab
R

ba
R

 ,

      2,23,24
2

1,11,22
2

Re3ReRe4 Ab
R

ba
R

 ,
(30)

        0Re3ReRe2Re6 3,24
1

1,11,22
1

3,1
2

1  b
R

ba
R

aR ,
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        0Re3ReRe2Re6 3,24
2

1,11,22
2

3,1
2

2  b
R

ba
R

aR .

Система для определения мнимой части коэффициентов при тригонометрических функциях
аргумента 2 :

      2,13,24
1

1,11,22
1

Im3ImIm4 Bb
R

ba
R

 ,

      2,23,24
2

1,11,22
2

Im3ImIm4 Bb
R

ba
R

 ,
(31)

        0Im3ImIm2Im6 3,24
1

1,11,22
1

3,1
2

1  b
R

ba
R

aR ,

        0Im3ImIm2Im6 3,24
2

1,11,22
2

3,1
2

2  b
R

ba
R

aR .

Система для определения вещественной части коэффициентов при тригонометрических
функциях аргумента 3 :

        ,Re4Re2Re10Re4 3,14,25
1

2,112,23
1

4,1
3

1 Ab
R

bRa
R

aR 

        ,Re4Re2Re10Re4 3,24,25
2

2,122,23
2

4,1
3

2 Ab
R

bRa
R

aR 

(32)
        0Re4Re2Re6Re12 4,25

1
2,112,23

1
4,1

3
1  b

R
bRa

R
aR ,

        0Re4Re2Re6Re12 4,25
2

2,122,23
2

4,1
3

2  b
R

bRa
R

aR .

Система для определения мнимой части коэффициентов при тригонометрических функциях
аргумента 3 :

        3,14,25
1

2,112,23
1

4,1
3

1 Im4Im2Im10Im4 Bb
R

bRa
R

aR  ,

        3,24,25
2

2,122,23
2

4,1
3

2 Im4Im2Im10Im4 Bb
R

bRa
R

aR  ,
(33)

        0Im4Im2Im6Im12 ,25
1

2,112,23
1

4,1
3

1  kb
R

bRa
R

aR ,

        0Im4Im2Im6Im12 ,25
2

2,122,23
2

4,1
3

2  kb
R

bRa
R

aR .

При решении примера будем предполагать, что распределение нагрузки на внешней и внут-
ренней границах кольца  

 2,1,nnp  (11) является четной функцией аргумента   , , то есть
0, jnB  в (11), (31) и (33). Это условие приводит к тому, что все искомые коэффициенты  4,1,1 kka ,

 2,1,2 kka ,  2,1,1 kkb ,  4,1,2 kkb  являются вещественными числами и вычисляются с учетом (29) по
формулам:

 2
2

2
1

2
20,2

2
10,1

1,1 4 RR
RARA

a



 ,

02,1 a ,
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 32
2

2
1

4
22,2

4
12,12,12,2

2
2

2
1

3,1
6

)(3

RR

RARAAARR
a




 ,

 6
21

4
2

3
1

7
1

4
23,1

3
213,2

4
13,1

4,1 4958
385

RRRRR
RARRARA

a



 ,

     2,12,2
4

2
4

12,12,2
2

2
6

11,2 2 AARRAARRa

   32
2

2
12,22,1

6
2

2
1 22 RRAARR  ,

  
 6

2
4

2
2

1
6

1

2
2

2
123,1

3
13,2

3
2

3
1

2,2
4954

32

RRRR

RRRARARR
a




 , (34)

     2,22,1
4

2
2

12,22,1
2

2
4

11,1 22 AARRAARRb

 32
2

2
1

6
22,2

6
12,1 RRRARA  ,
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21
4

2
3

1
7

1

6
2

6
13,1

3
2

3
13,2

2,1 4954
563

RRRRR
RRARRA
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2

1
2

2

2
2
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10,20,1
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 ,

02,2 b ,

    
 32

2
2

1
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12,1

2
2

2
12,2

4
2

4
1

3,2
3

33

RR

RRARRARR
b




 ,

04,2 b .

Зададим распределение самоуравновешивающихся положительно определенных давлений
на внешней и внутренней границах кольца с помощью отрезка ряда Фурье гипотрохоиды [1]:

      





  n

nn
Ppp 1cos1211 221 , (35)

где Р – произвольный нормирующий множитель; n – целое число.

Коэффициенты jj AA ,2,1   ( 3,0j ) вычисляются численно при подстановке конкретных зна-
чений Р и n в (35), а затем полученного выражения в (12) (см. рис. 2).

Подставляя далее (34) в (14), с помощью (1), (2) и (5) можно получить распределение на-
пряжений в кольце, а с помощью (3) – распределение перемещений в декартовой системе коор-
динат (см. рис. 3).

Выводы

Впервые поставлена и решена задача для упругого изотропного кольца под действием са-
моуравновешивающихся неоднородных нагрузок, действующих на его границах и представлен-
ных в виде отрезка ряда Фурье.
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Рис. 2. Распределение приложенных к внутренней и внешней границе отверстия давлений
приближенного в смысле отрезка ряда (11) для 3,0j  с конкретными коэффициентами jj AA ,2,1  ,

вычисленными с помощью (12) ( Па105P , n = 2)

Рис. 3. Распределение касательных напряжений  r  в кольце ( 11 R , 22 R , при заданных давлениях
    21 pp  при Па105P  и n = 2 в (35) на внутренней и внешней границах)
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Abstract. For the first time with the help of the theory of analytic functions and Kolosov-
Muskhelishvili formulas the problem of the two-dimensional theory of elasticity for a thick-
walled ring with the uneven pressures, acting on its borders, was solved. The pressure on the
inner and outer boundaries is represented by Fourier series. The authors represent the two
complex functions which solve boundary problem in the form of Laurent series. The logarithmic
terms in these series are absent because the boundary problem has the self-balancing loads
on each boundary of ring. The coefficients in the Laurent series are calculated by the boundary
conditions. Firstly, the equations were obtained in the general form. But the hypothesis about
even distributions of pressures at borders of ring was used for constructing an example. It
leads to the fact that all coefficients of analytic functions represented in Laurent series have
to be only real. As a solving example, the representation of pressures in equivalent hypotrochoids
was used. The application of the computer algebra system Mathematica greatly simplifies the
calculation of the distribution of stresses and displacements in ring. It does not require manual
formal separation of real and imaginary parts in terms of Kolosov-Muskhelishvili to display
the distribution of the physical parameters. It separates them only for calculated numbers with
the help of built-in functions.

Key words: analytic functions, Kolosov-Muskhelishvili formulas, complex numbers, elastic
thick-walled ring, uneven pressure.




