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Аннотация. Рассмотрены вопросы однозначной разрешимости нелокальной сме-
шанной задачи для нелинейного интегро-дифференциального уравнения псевдопарабо-
лического типа третьего порядка. Использован метод ряда Фурье разделения пере-
менных и получена счетная система нелинейных интегральных уравнений (ССНИУ).
Для доказательства теоремы об однозначной разрешимости ССНИУ использован ме-
тод последовательных приближений в сочетании его с методом сжимающих отобра-
жений. Далее показана сходимость ряда Фурье к искомой функции нелокальной сме-
шанной задачи. Также обоснована гладкость решения поставленной задачи. Данная
работа является дальнейшим развитием теории интегро-дифференциальных уравне-
ний в частных производных.

Ключевые слова: смешанная задача, интегро-дифференциальное уравнение,
уравнение псевдопараболического типа, нелокальное интегральное условие, однознач-
ная разрешимость.

1. Постановка задачи

Математическое моделирование многих процессов, происходящих в реальном мире, часто
приводит к изучению смешанных задач для уравнений математической физики. Теория началь-
ных и краевых задач в силу ее прикладной важности в настоящее время является одним из
важнейших разделов теории дифференциальных уравнений (см., например, [3; 9; 10]). Представ-
ляют большой интерес с точки зрения физических приложений дифференциальные уравнения в
частных производных высоких порядков. Многие задачи газовой динамики, теории упругости,
теории пластин и оболочек приводятся к рассмотрению дифференциальных уравнений в частных
производных высоких порядков [1; 6; 18]. Дифференциальные уравнения в частных производных
третьего порядка рассматриваются при решении задач теории нелинейной акустики и в гидроди-
намической теории космической плазмы. Часто изучение задач моделирования фильтрации жид-
кости в пористых средах сводится к рассмотрению дифференциальных уравнений третьего по-
рядка [11]. К дифференциальным уравнениям в частных производных третьего порядка также
сводятся задачи изучения распространения волн в слабодиспергирующих средах, в холодной плаз-
ме и магнитной гидродинамике и т. д. Изучению прямых и обратных задач для уравнений в
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частных производных третьего и выше порядков посвящено большое количество работ (см.,
например, [2; 4; 7; 8; 12–17]).

В случаях, когда граница области протекания физического процесса недоступна для изме-
рений, в качестве дополнительной информации, достаточной для однозначной разрешимости за-
дачи, могут служить нелокальные условия в интегральной форме [5]. В настоящей работе пред-
лагается методика изучения нелокальной смешанной задачи для нелинейного интегро-диффе-
ренциального уравнения псевдопараболического типа.

Итак, в области  рассматривается уравнение
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2. Сведение смешанной задачи
к счетной системе нелинейных интегральных уравнений

Решение данной задачи (1)–(3) ищем в виде ряда Фурье:
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Кроме того, учтем, что
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Подставляя ряды (4) и (5) в уравнение (1), с учетом (6) получаем следующую счетную
систему интегро-дифференциальных уравнений первого порядка:
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Используем формулу Дирихле
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Тогда (10) запишем в виде счетной системы нелинейных интегральных уравнений (ССНИУ)
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3. Однозначная разрешимость ССНИУ
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n   получим следующую оценкуу









  












1

2

0

1

1

21 )()()()()(
n

T
j

n
j

nn
n

j
n

j
n sdsusustutu

  











 1

2

1

2

0

1

1

2
)()()()(

n
n

n

T
j
k

j
k

n
n ttdtututG



ISSN 2222-8896. Вестн. Волгогр. гос. ун-та. Сер. 1, Мат. Физ. 2016. № 1 (32) 1 7

МАТЕМАТИКА

    























1

2

0 0 0 1

1 )()()()(),()(
n

l

n

T l

k
k

j
k

j
k ydydzdzuuzHyL

или


)(
1

2
)()(

TB
jj tutu

























 




  )(

1

1

2

0
3232

2
)()()()(

TB
jj

n

l

n tutuydyyLT (19)

.)()(
)(

1

2 TB
jj tutu 

В силу последнего условия теоремы, из оценки (19) следует, что оператор в правой части
(11) является сжимающим. Из оценок (18) и (19) заключаем, что для оператора (11) существует
единственная неподвижная точка. Следовательно, в пространстве B2(T) ССНИУ (11) имеет един-
ственное решение )()( 2 TBtu  . Кроме того, здесь справедлива оценка скорости сходимости
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Теорема доказана.
Дифференцируя ССНИУ (11) по t, получаем
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где .)()(,)()( TnTn CtCtG 

Теорема 2. Пусть выполняются условия теоремы 1 и

;)( )(1 2
 TBtGN  .)( )(2 2

 TBtN

Тогда )()( 2 TBtu  .
Доказательство. Используем метод последовательных приближений. Для оператора (20)

рассмотрим следующий итерационный процесс:
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Рассмотрим шар );( 2
0 ruS n  с радиусом .
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ности, в силу условий теоремы и оценки (13), из (21) получаем оценку
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Для разности )()( 02 tutu  , в силу условий теоремы и оценки (14), из (21) получим оценку
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Далее из (21) с учетом (15) имеем
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Продолжая этот процесс, аналогично (22) получаем
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Из последнего условия теоремы 1 следует, что 2T < 1. Поэтому из (23), переходя к пределу
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Из (24) заключаем, что оператор в правой части (20) отображает шар );( 2
0 ruS n  в себя.

Следовательно, имеет место )()( 2 TBtu  .

4. Разрешимость смешанной задачи (1)–(3)

Подставляя (11) в ряд Фурье (4), получаем формальное решение смешанной задачи (1)–(3):
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Также подставляем (12) в ряд (4):
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Теорема 3. Пусть выполняются условия теоремы 2. Если )()( 2 TBtu   является единствен-
ным решением ССНИУ (11), то последовательность функций (26) сходится к функции (25) при

j .
Доказательство. Так как )()( 2 TBtu   является единственным решением ССНИУ (11) и
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где ε0   – малое число, то для разности функций (26) и (25) получаем
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Так как для оператора (20) справедливо ,)()( 2 TBtu   то с применением неравенства Гель-
дера имеем оценку
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Дифференцируя (25) два раза по x, с учетом (7) получаем
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Покажем, что ряд (27) сходится абсолютно и равномерно. Два раза интегрируя по частям
следующий интеграл
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Подставляя (28) в (27) и используя неравенства Гельдера и неравенства Бесселя, имеем оценку
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Abstract. The mathematical modeling of many processes occurring in the real world
leads to the study of direct and inverse problems for equations of mathematical physics.
Direct problems for partial differential and integro-differential equations by virtue of their
importance in the application are one of the most important parts of the theory of differential
equations. In the case, when the boundary of the flow of physical process is not applicable for
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measurements, as an additional information can be used on nonlocal conditions in the integral
form.

We propose a method of studying the one-value solvability of the nonlocal problem for a
nonlinear third-order integro-differential equation. Such type of differential equations models
many natural phenomena and appears in many fields of sciences. For this reason, a great
importance was given to this type of equations in the works of many researchers.

We use the Fourier method of separation of variables. The application of this method of
separation of variables can improve the quality of formulation of the given problem and facilitate
the processing procedure.

So in this article the author studies the questions of one-value solvability of nonlocal
mixed-value problem for nonlinear pseudoparabolic type of integro-differential equation. By
applying the Fourier method of separation of variables, the author obtained the countable
system of nonlinear integral equations (CSNIE). The theorem of one-value solvability of CSNIE
is proved using the method of successive approximations in combination with the method of
compressing mapping. Further the author showed the convergence of Fourier series to unknown
function - to the solution of the nonlocal mixed-value problem. It is also checked that the
solution of the given is smooth. Every estimate was obtained with the help of the Holder
inequality, Minkovski inequality and Bessel-type inequality. This paper advances the theory of
nonlinear partial integro-differential equations.

Key words: mixed-value problem, integro-differential equation, pseudoparabolic-type
equation, nonlocal integral condition, one-value solvability.


