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Аннотация. В данной работе приведено численное решение задачи о взаимо-
действии межфазной трещины с внутренними трещинами в биматериале, находящем-
ся под действием антиплоского сдвига. Был использован метод сингулярных интег-
ральных уравнений; уравнения решены численно методом механических квадратур.
Проведен параметрический анализ влияния угла наклона внутренних трещин и их рас-
положения на коэффициенты интенсивности напряжений в вершинах межфазной тре-
щины в биматериале при разных упругих коэффициентах материалов.

Ключевые слова: граница раздела, модуль сдвига, коэффициент интенсивности
напряжений, антиплоская сдвиговая нагрузка, сингулярное интегральное уравнение.

Введение

Наличие трещин в композитных материалах может значительно снизить прочность конст-
рукции из композита и при дальнейшей эксплуатации привести к ее полному разрушению. Для
исследования разрушения, в частности биматериалов, важно исследовать взаимодействия тре-
щин, особенно обращая внимание на влияние внутренних трещин на межфазную трещину (трещи-
на, которая находится на линии соединения материалов). К настоящему времени большое коли-
чество исследований посвящено задачам взаимодействия трещин в однородном материале, об-
зор работ можно найти в [8; 14]. Ряд задач о взаимодействии макротрещины с полем произволь-
но расположенных трещин был решен методом сингулярных интегральных уравнений [4] с при-
менением метода малого параметра, где за малый параметр взято отношение характерной дли-
ны малой трещины к длине макротрещины.

Метод был предложен Ромалис и Тамуж в 1984 г. первоначально для взаимодействия мак-
ро-микротрещин в однородном материале под действием растягивающей нагрузки (см. ориги-
нальную работу [7] и обзоры [8; 14], где также есть описание этого метода) и затем успешно
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использовался для аналогичных задач при разной нагрузке, механической и тепловой, и для раз-
ных материалов. С помощью этого метода малого параметра в работе [2] получено асимптоти-
ческое аналитическое решение для задачи о взаимодействии межфазной трещины с произвольно
расположенными микротрещинами в условиях продольного сдвига, а в однородном материале
аналогичная антиплоская задача была решена в [5]. Для случая функционально-градиентного/
однородного биматериала в работе [1] получено приближенное аналитическое решение задачи о
взаимодействии межфазной и внутренних трещин в условиях продольного сдвига, а при воздей-
ствии теплового потока и/или растяжения и сдвиговой нагрузок – в работах [6; 9–13].

Метод малого параметра показал свою эффективность при решении вышеперечисленных
задач, однако он имеет ряд ограничений, например, на расстояние между трещинами (хорошую
точность дает при расстояниях между вершинами трещин не меньше полудлины малой трещи-
ны), на размер трещин, отношение длин которых должно быть малой величиной.

В данной работе получено численное решение сингулярных интегральных уравнений, кото-
рое в отличие от метода малого параметра справедливо для близкого расположения трещин и их
сопоставимых размеров. Однако исследовать влияние большого количества трещин этим мето-
дом затруднительно, поэтому ограничились исследованием влияния двух трещин на межфазную
трещину в биматериале в условиях продольного сдвига. Сделан параметрический анализ влия-
ния близко расположенных внутренних трещин на коэффициенты интенсивности напряжений в
вершинах межфазной трещины при разных сочетаниях материалов. Как показали предыдущие
исследования [1–3; 5–7; 9–13], наибольшее влияние на трещину имеют дефекты, расположенные
вблизи ее вершины, и этот случай рассматривается в настоящей работе.

1. Формулировка задачи

Рассмотрим двухкомпонентный материал (биматериал) с разными коэффициентами Пуас-
сона (v1, v2) и модулями Юнга (E1, E2), находящийся под действием антиплоского сдвига τ. Пред-
полагаем, что на границе раздела материалов есть межфазная трещина длиной 2a0, а один из
материалов D1 (y > 0) содержит внутренние трещины длиной 2ak (k = 1, 2). Декартова система
координат выбрана так, чтобы начало координат совпадало с центром межфазной трещины, а
ось x лежала на линии раздела материалов. С каждой внутренней трещиной связана локальная
система координат (xk, yk) таким образом, что ее начало совпадает с центром трещины 0

k , а ось
xk расположена вдоль линии трещины. Положение внутренних трещин определяется координата-
ми их центров 0

k  и углами наклона k (k = 0, 1, 2) к оси x (рис. 1).

 
Рис. 1. Межфазная и внутренние трещины под действием антиплоского сдвига
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Задача состоит в определении смещения и распределения напряжений в данном биматери-
але в окрестности межфазной трещины.

Поскольку ось деформации направлена по оси z, то компоненты вектора упругих смещений
представляются в виде

0 vu , ),( yxww  . (1)

Из закона Гука следует, что компоненты тензора напряжений τxz τyz выражаются через сме-
щение w(x, y) следующим образом [4]

x
w j

jxz 


 , 
y

w j
jyz 


  ( 2,1j ), (2)

где )1(2/ jjj E   – модуль сдвига.
Система уравнений равновесия сводится к одному уравнению, которое в случае отсутствия

массовых сил имеет следующий вид

0yzxz

x y


 
 

. (3)

Применяя принцип суперпозиции, данную задачу с условиями на бесконечности сводим к
задаче с условиями на границах разрезов. Основная задача есть сумма решений двух задач со
следующими условиями:

1. Бездефектный биматериал в условиях антиплоского сдвига.
2. Биматериал с трещинами, на краях которых заданы усилия, равные по величине усилиям,

посчитанным в первой подзадаче, но противоположного знака.
Кроме того, в соответствии с принципом суперпозиции, задача распадается на подзадачи

более простой геометрии, каждая из которых содержит только один дефект. Таким образом,
надо рассмотреть решение для биматериала с внутренней трещиной, решение для межфазной
трещины, а затем построить уравнения для задачи о взаимодействии внутренних трещин с меж-
фазной.

Итак, перемещения ),(~ yxw j  представляются в виде двух слагаемых

),(),(),(~ 0 yxwyxwyxw jjj  , ( 2,1j ), (4)

где ),(0 yxw j  – распределение перемещений в бездефектном биматериале; ),( yxw j  – перемеще-
ния, возникающие из-за наличия дефектов.

Решение первой задачи известно и для биматериала под действием антиплоского сдвига τ
имеет следующий вид

j
j

yyxw

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),(0 , ( 2,1j ). (5)

Рассмотрим вторую задачу. Функция ),( yxw j , определяющая возмущенное перемещение,
удовлетворяет уравнению Лапласа (3). Граничные условия для ),( yxw j  следующие:
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Здесь и далее знаками «+» и «–» обозначены граничные значения, принимаемые функциями
соответственно на верхнем и нижнем краях трещин (6) или на верхней и нижней границе раздела
материалов (7).

Полученные в работе [3] интегральные уравнения задачи теплопроводности для теплоизоли-
рованных трещин полностью совпадают с интегральными уравнениями данной задачи, если физи-
ческие характеристики задачи теплопроводности заменить на соответствующие характеристики
задачи продольного сдвига. В рассматриваемой задаче неизвестными будут производные скачков
смещений на линиях трещин k , где   kkк ww2 . Система сингулярных уравнений для неизвестных

k  в случае одной межфазной и двух внутренних трещин будет иметь следующий вид
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Система уравнений дополняется условиями

0)( 


k

k

a

a
k dtt , k = 0, 1, 2, (15)

обеспечивающими однозначность функции k  при обходе контура трещин.

2. Численное решение задачи

Решение системы сингулярных интегральных уравнений (11)–(13) получено численным ме-
тодом механических квадратур [4]. В уравнениях (11)–(15) заменой переменных x = ak, t = ak,
(k = 0, 1, 2), переходим к безразмерным переменным  и , а также к безразмерным параметрам

0
00 / az kk   и ak/a0 (k = 0, 1, 2). В дальнейшем для обозначения безразмерных длин трещин будем

использовать прежнее обозначение ak.
Неизвестные функции в уравнениях (11)–(13) представим в виде [4]

21
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
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n
u , (16)
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где un() – новая неизвестная функция, регулярная на отрезке [-1,1]; 21/1   – весовая функция,
которая учитывает корневую особенность решения задачи о трещинах.

Используя квадратурные формулы для интегралов [4], уравнения (11)–(13) сводятся к сис-
теме 3  M (3 – количество трещин; M – число узлов) алгебраических уравнений для определения
3  M неизвестных un(m):



,,...,2,1;2,1,0,0)(

),()],()(1
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2

01

Mrnu
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(17)

где 



M

m
m 2

12cos , (m = 1, 2, …, M) (18)

и
M

r
r


 cos    (r = 1, 2, …, M – 1).  (19)

Здесь τn – это правые части уравнений (11)–(13); Pnk – дискретный аналог регулярных ядер
(14) вместе с сингулярной частью, которая получается из (14) при n = k.

После решения системы (17) нормированные коэффициенты интенсивности напряжений
(НКИН) в вершинах трещин определяем по формуле

III

1

( 1)n
n

n

K u
a



  
 

, n = 0, 1, 2. (20)

Здесь верхний знак относится к НКИН в правой вершине трещины ( IIInK  ), а нижний – к
левой ( IIInK  ).

Величины )1(nu  определяются выражениями [4]
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Численное решение справедливо для близкого расположения трещин и для сопоставимых
размеров трещин. Для трех трещин имеем систему 3  M алгебраических уравнений, где M –
число интерполяционных узлов, для хорошей точности решения брали M = 70.

3. Параметрический анализ результатов

На рисунках 2 и 3 показаны изменения НКИН в случае численного решения для биматериала
при условии, что межфазная трещина длиной 2a0 = 2 расположена в точке 00

0 z . Графики соответ-
ствуют случаю, когда материалы (D1) и (D2) имеют одинаковые модули сдвига, то есть 1/2 = 1.
На рисунках 2 и 3 в графиках жирная горизонтальная линия соответствует НКИН в левой и правой

вершинах межфазной трещины при отсутствии внутренних трещин: III0
III0 1 2

0 1

1 ( / 1)
2

KK
a



     
 

 (в дан-
ном случае III0 1K   ).

На рисунке 2 графики изменения НКИН в левой (рис. 2а) и правой (рис. 2б) вершинах межфаз-
ной трещины соответствуют случаю, когда внутренняя трещина длиной 2a1 = 0,6 расположена парал-
лельно к межфазной трещине при разных расстояниях от нее }2,1;8,0;4,0{0

1 y  в материале (D1).
Из рисунка 2 следует, что наличие внутренних трещин может как увеличивать, так и умень-

шать НКИН в вершинах межфазной трещины, относительно случая отсутствия внутренних тре-
щин III0K  . Максимальное уменьшение происходит в случае, когда внутренняя трещина находится
вблизи к вершине межфазной трещины (рис. 2б). И наоборот, небольшое увеличение НКИН в
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левой вершине межфазной трещины относительно III0K   наблюдается, когда внутренняя трещина
удалена от вершины межфазной трещины (рис. 2а).

а б 
Рис. 2. Графики зависимости НКИН в левой и правой вершинах межфазной трещины

от горизонтального перемещения центра внутренней трещины 0
1x

Рис. 3. Графики зависимости НКИН в правой вершине межфазной трещины
от угла наклона внутренних трещин 1:

а – для одной внутренней микротрещины длиной 2a1 = 0,2;
б – для двух внутренних трещин равной длины 2a1 = 2a2 = 0,6
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На рисунке 3a, б рассматривается влияние внутренних трещин на НКИН в правой вершине
межфазной трещины при разных углах наклона внутренних трещин. На рисунке 3a построен гра-
фик для сравнения с результатами работ [1; 5] при соответствующих параметрах. На рисунке 3б
показано дополнительное влияние присутствия двух внутренних трещин на межфазную трещину
при равных длинах внутренних трещин: 2a0 = 2, 2a1 = 2a2 = 0,6.

Из рисунка 3a следует, что результаты, полученные при численном решении практически
соответствуют результатам, полученным аналитически (точки на рис. 3a) для одной внутренней
микротрещины в работе [1] (см. рис. 3а). Из рисунка 3б для двух внутренних трещин видно, что
наличие дополнительной трещины незначительно влияет на величину НКИН межфазной трещи-
ны, и при этом характер изменения НКИН также не меняется.

Рисунок 4 выполнен для случая биматериала, когда материал (D1) имеет свойства матери-
ала Ni, а материал (D2) – свойства Al2O3, и наоборот. Модули сдвига Ni и Al2O3 равны 80 и
151 ГПа соответственно. Одновременно построен график для однородного материала, то есть
рассматриваются случаи, когда }89,1;1;53,0{/ 21  .

Рис. 4. Графики зависимости НКИН в правой вершине межфазной трещины
от угла наклона внутренних трещин 1

Анализ графиков на рисунке 4 показывает, что с увеличением отношения модулей сдвига
материалов 1/2 увеличивается НКИН в правой вершине межфазной трещины и соответственно
увеличивается вероятность ослабления материалов из-за наличия внутренних трещин, присут-
ствующих в материале с большим модулем сдвига.

В таблице 1 приведен анализ численного значения НКИН в правой и левой вершинах меж-
фазной трещины при наличии внутренних трещин, при разных сочетаниях материалов. Геометри-
ческое расположение и параметры трещин такие же, как на рисунке 4. Рассматривается случай
коллинеарных трещин, то есть 1 = 00.
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2 3Ni / Al O  80/151 0,6922 0,765 0,7732 -9,51 1,07 

2 3Al O / Ni  151/80 1,3726 1,445 1,4532 -5,01 0,57 

2 3Al O / SiC  151/179 0,8494 0,922 0,9302 -7,87 0,89 
TiC / Al  194/26 4,1579 4,23 4,2381 -1,7 0,19 
Al / TiC  26/194 0,5015 0,57 0,5827 -12,0 0,02 

2 3 2Al O / ZrO  151/64 1,6077 1,68 1,6882 -4,3 0,49 
TiC / SiC  194/179 0,9675 1,04 1,0482 -6,9 0,79 
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где IIIK   – уменьшение (отличие в процентах) НКИН в правой вершине межфазной трещины из-
за наличия внутренних трещин; IIIK   – увеличение (отличие в процентах) НКИН в левой вершине
межфазной трещины из-за наличия внутренних трещин.

Из таблицы следует, что наличие внутренних трещин вблизи правой вершины межфазной
трещины может значительно уменьшить величину НКИН, а в левой вершине межфазной трещи-
ны, наоборот, незначительно увеличить ее НКИН.

Заключение

Сформулирована задача о взаимодействии межфазной трещины с системой внутренних тре-
щин в биматериале, находящемся под действием антиплоского сдвига. Получено численное ре-
шение системы сингулярных интегральных уравнений задачи, а также основная характеристика
распределения напряжений около вершин трещин – коэффициенты интенсивности напряжений.
Проведено сравнение коэффициентов интенсивности напряжений при аналитических и численных
решениях и подтверждена их сопоставимость с помощью анализа построенных графиков.

Параметрический анализ показывает значительное влияние внутренних трещин на изме-
нение величины коэффициентов интенсивности напряжений в вершинах межфазной трещины
при разных расположениях внутренних трещин и при разных сочетаниях материалов. Анализ
графиков показывает, что наличие внутренних трещин может как увеличить коэффициенты ин-
тенсивности напряжений межфазной трещины, так и уменьшить их относительно коэффициен-
тов интенсивности одной межфазной трещины. Увеличение коэффициентов интенсивности на-
пряжений приводит к увеличению локальных деформаций и соответствующих напряжений в
материале в окрестности вершин трещины. При превышении критических величин коэффици-
ентов интенсивности напряжений для данных материалов может начаться распространение
трещины вплоть до полного разрушения. В то же время уменьшение коэффициентов интенсив-
ности напряжений из-за наличия вторичных внутренних трещин в окрестности межфазной тре-
щины может затормозить ее рост.
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Abstract. The paper deals with a problem of the interaction of an interface crack with
internal cracks in two-component materials (bimaterials) subjected to antiplane shear loading.
The problem is formulated by means of the singular integral equations, where the unknowns
are the derivatives of displacement jumps on the crack lines. The regular kernels of the
equations contain the geometry of the problem, i.e. the coordinates of the crack centers, the
inclination angles of the cracks to the interface and crack lengths. The singular integral equations
were solved numerically using the quadrature formulas based on the Chebyshev polynomials.
Then, the stress intensity factors Mode III (shear mode) were obtained. The stress intensity
factors (SIFs) are the local characteristics of the stress-strain state in the vicinity of the crack
tips. The higher SIF - the higher stresses are near the crack tips. If the SIF exceeds the
critical value, the crack starts to propagate. At the same time the small crack near the interface
crack tip can suppress the crack propagation and it was observed for some crack arrangements
and for some combination of the materials in the considered problem.

A parametric analysis of the effects of the location and orientation of the internal cracks
on the SIF in the interface crack tips was performed for different shear moduli of the constituent
materials. The following combinations of the materials were considered: Al2O3/Ni, Al2O3/SiC,
TiC/Al, Al2O3/ZrO2, TiC/SiC. It was shown that the SIFs in the interface crack tip can be
amplified or shielded by the internal cracks, besides, the shear moduli of the constituent materials
notably affect the SIFs of the interface crack.

Key words: interface, shear modulus, stress intensity factor, anti-plane shear loading,
singular integral equation.


