
www.volsu.ru

МАТЕМАТИКА

DOI: https://doi.org/10.15688/jvolsu1.2016.4.7

УДК 517.5
ББК 22.162

НЕРАВЕНСТВО ТИПА БРУННА — МИНКОВСКОГО
В ФОРМЕ ХАДВИГЕРА

ДЛЯ ОБОБЩЕННЫХ СТЕПЕННЫХ МОМЕНТОВ 1

Булат Саматович Тимергалиев
Ассистент кафедры теории функций и приближений,
Казанский (Приволжский) федеральный университет
timergalievbs@mail.ru
ул. Кремлевская, 18, 420048 г. Казань, Российская Федерация

Аннотация. Настоящая работа посвящена построению одного класса
функционалов области в евклидовом пространстве и доказательству для них
неравенства типа Брунна — Минковского. Полученное в работе неравенство
обобщает соответствующее неравенство для моментов относительно центра
масс и гиперплоскостей, доказанное Х. Хадвигером, на случай обобщенных
степенных моментов.
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Введение

Классическое неравенство Брунна — Минковского позволяет сравнить площади и
объемы областей. А именно, справедливо неравенство

|Ω0 + Ω1|1/𝑛 ≥ |Ω0|1/𝑛 + |Ω1|1/𝑛, (1)

где |Ω| — мера множества Ω; Ω0,Ω1 — выпуклые тела в R𝑛, Ω0+Ω1 := {𝑧0+𝑧1 ∈ R𝑛 : 𝑧0 ∈
∈ Ω0, 𝑧1 ∈ Ω1} — векторная сумма (сумма Минковского). В 1887 г. неравенство (1) было
получено Брунном в случае 𝑛 = 3. В 1910 г. Минковский указал Брунну на ошибку в
доказательстве, которую тот исправил, а также придумал свое доказательство. И Брунн,
и Минковский показали, что равенство достигается тогда и только тогда, когда Ω0 и Ω1

являются равными с точностью до переноса и расширения.
Долгое время считалось, что неравенство Брунна — Минковского относится толь-

ко к геометрии, где его значение широко известно. Но в середине XX в. Х. Хадвигер
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и Охман (H. Hadwiger, D. Ohmann [10]), независимо от них Л.А. Люстерник (L.A. Lus-
ternik, [14]), доказали, что неравенство (1) верно для произвольных ограниченных изме-
римых множеств Ω0 и Ω1. Неравенство (1) при произвольных Ω0 и Ω1 принято называть
общим неравенством Брунна — Минковского. C тех пор неравенство начало свой путь
в область анализа. В 1956 г. Х. Хадвигер (H. Hadwiger, [11]) доказал неравенство ти-
па Брунна — Минковского для двух моментов выпуклой области, а именно, момента
относительно центра масс и момента относительно гиперплоскости. В 1971–1972 гг.
А. Прекопа (A. Prékopa, [16]) и Л. Лайндлер (L. Liendler, [13]) доказали следующую
функциональную версию неравенства Брунна — Минковского.
Теорема 1. Путь 0 < 𝑡 < 1, 𝑓0, 𝑓1, ℎ — неотрицательные интегрируемые функции в
R𝑛, удовлетворяющие условию

ℎ((1− 𝑡)𝑥+ 𝑡𝑦) ≥ 𝑓0(𝑥)
1−𝑡𝑓1(𝑦)

𝑡 (2)

для всех 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛. Тогда

w

R𝑛

ℎ(𝑥)𝑑𝑥 ≥
(︃ w

R𝑛

𝑓0(𝑥)𝑑𝑥

)︃1−𝑡(︃ w

R𝑛

𝑓1(𝑥)𝑑𝑥

)︃𝑡

.

Последние 30–40 лет тематика, связанная с неравенством Брунна — Минковского,
стремительно развивается. Неравенство широко используется в геометрическом анали-
зе, математической физике и теории вероятностей. Усиления теоремы 1 и ряд новых
результатов можно найти в статьях [5; 6]. Литература по неравенствам типа Брунна —
Минковского и основные результаты, появившиеся до 2006 г., содержатся в обзорных
статьях [4; 9]. В 2007 г. Г. Кэди (G. Keady [12]) доказал неравенство типа Брунна —
Минковского для функционала, введенного Ф.Г. Авхадиевым [2]. Развитие результата
Г. Кэди, а также неравенства для новых типов функционалов были получены в рабо-
тах [1; 3]. Отметим также ряд статей, появившихся в последние годы [7; 8; 15].

Приведем формулировку результата Х. Хадвигера [11].
Пусть Ω — ограниченная, выпуклая область в R𝑛. Через 𝑠 обозначим центр масс

области Ω. Определим функционал

𝐼(Ω) =
w

Ω

|𝑠, 𝑝|2𝑑𝑝, 𝑝 ∈ Ω,

где |𝑠, 𝑝| — расстояние от точки 𝑠 до 𝑝.

Теорема 2. Пусть Ω0,Ω1 — ограниченные, выпуклые области в R𝑛. Тогда функционал
𝐼(Ω𝑡)

1/(𝑛+2) вогнут по 𝑡:

𝐼(Ω𝑡)
1/(𝑛+2) ≥ (1− 𝑡)𝐼(Ω0)

1/(𝑛+2) + 𝑡𝐼(Ω1)
1/(𝑛+2), (3)

где Ω𝑡 = {(1− 𝑡)𝑝0 + 𝑡𝑝1|𝑝0 ∈ Ω0, 𝑝1 ∈ Ω1}, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1.

В работе [3] было получено обобщение неравенства (3) для функционала

𝐼(𝑘,Ω) =
w

Ω

(︀
α1|𝑥1 − 𝑠1|𝑘 + α2|𝑥2 − 𝑠2|𝑘 + · · ·+ α𝑛|𝑥𝑛 − 𝑠𝑛|𝑘

)︀
𝑑𝑥, 𝑘 ∈ (1,+∞), (4)

где 𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑛 — координаты точки минимума функции

𝐼(𝑦) =
w

Ω

(︀
α1|𝑥1 − 𝑦1|𝑘 + α2|𝑥2 − 𝑦2|𝑘 + · · ·+ α𝑛|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛|𝑘

)︀
𝑑𝑥, 𝑑𝑥 = 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 · · · 𝑑𝑥𝑛
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переменных 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛) ∈ R𝑛; 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 — декартовы координаты точки
𝑥 ∈ Ω, 𝑘 ∈ (1,+∞), α𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 — произвольные действительные числа.
Теорема 3. Пусть Ω0,Ω1 – ограниченные области в R𝑛, представимые в виде объеди-
нения конечного числа выпуклых областей. Тогда функционал 𝐼(𝑘,Ω)1/(𝑘+𝑛) вогнут:

𝐼(𝑘,Ω𝑡)
1/(𝑘+𝑛) ≥ (1− 𝑡)𝐼(𝑘,Ω0)

1/(𝑘+𝑛) + 𝑡𝐼(𝑘,Ω1)
1/(𝑘+𝑛), (5)

где Ω𝑡 = {(1− 𝑡)𝑧0 + 𝑡𝑧1 | 𝑧0 ∈ Ω0, 𝑧1 ∈ Ω1}, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1, 𝑘 ∈ (1,+∞).

Целью данной работы является обобщение неравенства (5).

1. Основной результат

Пусть Ω — ограниченная область в R𝑛. Определим функционал

𝐼(𝑘;𝑚; Ω) =
w

Ω

(︀
α1|𝑥1 − 𝑠1|𝑘 + · · ·+ α𝑛|𝑥𝑛 − 𝑠𝑛|𝑘

)︀𝑚
𝑑𝑥, (6)

где 𝑘 ∈ (0, 1] при 𝑚 ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞) и 𝑘 ∈ (0,+∞) при 𝑚 = 1; α𝑗(𝑗 = 1, 𝑛) ∈
∈ (0,+∞) — произвольные действительные числа, 𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑛 — координаты точки
минимума функции

𝐼(𝑦) =
w

Ω

(︀
α1|𝑥1 − 𝑦1|𝑘 + α2|𝑥2 − 𝑦2|𝑘 + · · ·+ α𝑛|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛|𝑘

)︀𝑚
𝑑𝑥, 𝑑𝑥 = 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 · · · 𝑑𝑥𝑛

переменных 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛) ∈ R𝑛, где 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 — декартовы координаты точки
𝑥 ∈ Ω.

Основным результатом данной статьи является следующая теорема.
Теорема 4. Пусть Ω0,Ω1 – ограниченные области в R𝑛, представимые в виде объ-
единения конечного числа выпуклых областей. Тогда функционал 𝐼(𝑘;𝑚; Ω)1/(𝑘𝑚+𝑛)

вогнут, то есть имеет место неравенство

𝐼(𝑘;𝑚; Ω𝑡)
1/(𝑘𝑚+𝑛) ≥ (1− 𝑡)𝐼(𝑘;𝑚; Ω0)

1/(𝑘𝑚+𝑛) + 𝑡𝐼(𝑘;𝑚; Ω1)
1/(𝑘𝑚+𝑛), (7)

где Ω𝑡 = {(1−𝑡)𝑧0+𝑡𝑧1 | 𝑧0 ∈ Ω0, 𝑧1 ∈ Ω1}, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1, 𝑘 ∈ (0, 1] при 𝑚 ∈ (0, 1)∪(1,+∞)
и 𝑘 ∈ (0,+∞) при 𝑚 = 1.

При 𝑚 = 1 функционал 𝐼(𝑘; 1; Ω) изучен в работе [3]. Поэтому далее везде 𝑚 ̸=
̸= 1. Отметим, что метод, разработанный Г. Кэди в [12], не подходит для получения
неравенства (7), но используется нами при получении вспомогательных результатов, а
именно леммы 4.

2. Вспомогательные леммы и их доказательства

В дальнейшем нам понадобится следующая известная (см. например, [9]) лемма.
Лемма 1. Пусть 𝑃, 𝑃0, 𝑃1 — ограниченные области в R𝑛, 𝐹 — положительный, одно-
родный первой степени функционал, то есть

𝐹 (𝑠𝑃 ) = 𝑠𝐹 (𝑃 ) ∀ 𝑠 > 0,
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является квазивогнутым:

𝐹 (𝑃𝑡) ≥ min(𝐹 (𝑃0)), 𝐹 (𝑃1)) ∀ 𝑡 ∈ [0, 1].

Тогда он вогнут, то есть

𝐹 (𝑃𝑡) ≥ (1− 𝑡)𝐹 (𝑃0) + 𝑡𝐹 (𝑃1) ∀ 𝑡 ∈ [0, 1],

где 𝑃𝑡 = {(1− 𝑡)𝑧0 + 𝑡𝑧1 | 𝑧0 ∈ 𝑃0, 𝑧1 ∈ 𝑃1}, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1.

Для доказательства теоремы 4 нам понадобится ряд вспомогательных результатов.
Займемся их получением.

Пусть 𝐸 — гиперплоскость размерности 𝑛 − 1, содержащая начало координат
𝑂 ∈ R𝑛, 𝑢 — нормированный вектор с началом в точке 𝑂, ортогональный 𝐸. Гипер-
плоскость 𝐸 разбивает R𝑛 на два полупространства:

𝐻+ = {𝑥 ∈ R𝑛 | (𝑥, 𝑢) ≥ 0}, 𝐻− = {𝑥 ∈ R𝑛 | (𝑥, 𝑢) ≤ 0},

где (𝑥, 𝑢) — скалярное произведение векторов 𝑥, 𝑢 в R𝑛.
Обозначим 𝑑 = |𝐸, 𝑧| — расстояние от точки 𝑧 ∈ Ω до гиперплоскости 𝐸 и введем

функцию ℎ(𝑑) = 𝑑𝑘, 𝑘 ∈ (0, 1] расстояния 𝑑.
Справедлива следующая лемма.

Лемма 2. Имеет место неравенство

ℎ(𝑑𝑡) ≥ (1− 𝑡)ℎ(𝑑1) + 𝑡ℎ(𝑑2), 𝑑𝑡 = (1− 𝑡)𝑑1 + 𝑡𝑑2, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1,

то есть функция ℎ(𝑑) вогнута.

Доказательство. Пусть для определенности 𝑑1 < 𝑑2. Имеем

𝐴 ≡ ℎ(𝑑𝑡)− (1− 𝑡)ℎ(𝑑1)− 𝑡ℎ(𝑑2) = (1− 𝑡)[ℎ(𝑑𝑡)− ℎ(𝑑1)] + 𝑡[ℎ(𝑑𝑡)− ℎ(𝑑2)].

Применяя к разностям в квадратных скобках теорему Лагранжа о конечных прираще-
ниях, получаем

ℎ(𝑑𝑡)− ℎ(𝑑1) = ℎ′(𝑐1)(𝑑𝑡 − 𝑑1), ℎ(𝑑𝑡)− ℎ(𝑑2) = ℎ′(𝑐2)(𝑑𝑡 − 𝑑2),

где 𝑐1 ∈ (𝑑1, 𝑑𝑡), 𝑐2 ∈ (𝑑𝑡, 𝑑2). Поэтому с учетом 𝑑𝑡−𝑑1 = 𝑡(𝑑2−𝑑1), 𝑑𝑡−𝑑2 = (1−𝑡)(𝑑1−𝑑2)
будем иметь:

𝐴 = 𝑡(1− 𝑡)(𝑑2 − 𝑑1)(ℎ
′(𝑐1)− ℎ′(𝑐2)),

откуда, используя снова теорему Лагранжа, получим

𝐴 = 𝑡(1− 𝑡)(𝑑2 − 𝑑1)ℎ
′′(𝑐0) · (𝑐1 − 𝑐2), 𝑐0 ∈ (𝑐1, 𝑐2).

Но ℎ′′(𝑑) = 𝑘(𝑘 − 1)𝑑𝑘−2 ≤ 0 ∀𝑘 ∈ (0, 1], ∀𝑑 > 0. Поэтому с учетом 𝑐1 − 𝑐2 < 0 имеем
𝐴 ≥ 0 ∀𝑡 ∈ [0, 1], ∀𝑘 ∈ (0, 1]. Следовательно, ℎ(𝑑𝑡) ≥ (1 − 𝑡)ℎ(𝑑1) + 𝑡ℎ(𝑑2). Лемма 2
доказана.

Из леммы 2 непосредственно следует следующая лемма.

ISSN 2222-8896. Вестн. Волгогр. гос. ун-та. Сер. 1, Мат. Физ. 2016. № 4 (35) 95



МАТЕМАТИКА

Лемма 3. Пусть Ω0, Ω1 ∈ 𝐻+ или 𝐻− — ограниченные области в R𝑛. Тогда справед-
ливо неравенство

|𝐸, 𝑧𝑡|𝑘 ≥ (1− 𝑡)|𝐸, 𝑧0|𝑘 + 𝑡|𝐸, 𝑧1|𝑘 ∀𝑘 ∈ (0, 1], ∀𝑡 ∈ [0, 1],

где Ω𝑡 = (1− 𝑡)Ω0 + 𝑡Ω1, 𝑧𝑡 = (1− 𝑡)𝑧0 + 𝑡𝑧1 ∈ Ω𝑡, 𝑧0 ∈ Ω0, 𝑧1 ∈ Ω1.

Доказательство. Обозначим 𝑑𝑡 = |𝐸, 𝑧𝑡|, 𝑑0 = |𝐸, 𝑧0|, 𝑑1 = |𝐸, 𝑧1|. Заметим, что
𝑑𝑡 = (1− 𝑡)𝑑0 + 𝑡𝑑1. Используя лемму 2, получаем

𝑑𝑘𝑡 ≥ (1− 𝑡)𝑑𝑘0 + 𝑡𝑑𝑘1,

то есть
|𝐸, 𝑧𝑡|𝑘 ≥ (1− 𝑡)|𝐸, 𝑧0|𝑘 + 𝑡|𝐸, 𝑧1|𝑘 ∀𝑘 ∈ (0, 1], ∀𝑡 ∈ [0, 1].

Лемма 3 доказана.

Далее, без ограничения общности рассуждений, будем считать, что точка мини-
мума 𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑛) функционала 𝐼(𝑘;𝑚; Ω) совпадает с началом координат 𝑂. Через
𝐸𝑗 обозначим гиперплоскость 𝑥𝑗 = 0. Пусть 𝑢𝑗 — нормированный вектор с началом в
точке 𝑂, ортогональный 𝐸𝑗, 𝑗 = 1, 𝑛. Заметим, что |𝐸𝑗, 𝑧| = |𝑥𝑗|, 𝑗 = 1, 𝑛. Поэтому
функционал 𝐼(𝑘;𝑚; Ω), определенный формулой (6), можно представить в виде

𝐼(𝑘;𝑚; Ω) ≡ 𝐼(𝑘;𝑚; Ω;𝐸Ω) =
w

Ω

(︁
α1|𝐸1, 𝑧|𝑘 + α2|𝐸2, 𝑧|𝑘 + · · ·+ α𝑛|𝐸𝑛, 𝑧|𝑘

)︁𝑚
𝑑𝑧,

𝑘 ∈ (0, 1], 𝑚 ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞), (8)

где обозначение 𝐼(𝑘;𝑚; Ω;𝐸Ω) подчеркивает тот факт, что гиперплоскости 𝐸𝑗 (𝑗 = 1, 𝑛)
проходят через точку минимума функционала 𝐼(𝑘;𝑚; Ω), которая совпадает с началом
координат.

Каждая гиперплоскость 𝐸𝑗 разбивает R𝑛 на два полупространства:

𝐻0
𝑗 = {𝑥 ∈ R𝑛 | (𝑥, 𝑢𝑗) ≥ 0}, 𝐻1

𝑗 = {𝑥 ∈ R𝑛 | (𝑥, 𝑢𝑗) ≤ 0}, 𝑗 = 1, 𝑛.

Рассмотрим всевозможные пересечения полупространств 𝐻
𝑖𝑗
𝑗 , 𝑖𝑗 = 0, 1, 𝑗 = 1, 𝑛:

𝑛⋂︁
𝑗=1

𝐻
𝑖𝑗
𝑗 = 𝐻(𝑖) ≡ 𝐻(𝑖1𝑖2...𝑖𝑛), (9)

где 𝐻
𝑖𝑗
𝑗 = {𝑥 ∈ R𝑛 | (𝑥, (−1)𝑖𝑗𝑢𝑗) ≥ 0}, 𝑖𝑗 = 0, 1, 𝑗 = 1, 𝑛); (𝑖) = (𝑖1 · · · 𝑖𝑛) — мультиин-

декс. Отметим, что всего пересечений 𝐻(𝑖) 2
𝑛 единиц.

Пусть Ω — ограниченная область, полностью лежащая в одном из пересечений
𝐻(𝑖). Такую область обозначим через Ω(𝑖). Рассмотрим функционал

𝐼(𝑘;𝑚; Ω(𝑖)) =
w

Ω(𝑖)

𝐷𝑚(𝑘; 𝑧)𝑑𝑧, 𝑚 ∈ (0,+∞),

где принято обозначение

𝐷(𝑘; 𝑧) = α1|𝐸1, 𝑧|𝑘 + α2|𝐸2, 𝑧|𝑘 + . . .+ α𝑛|𝐸𝑛, 𝑧|𝑘, 𝑘 ∈ (0, 1]. (10)

Имеет место следующая лемма.
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Лемма 4. Пусть Ω
(𝑖)
0 , Ω

(𝑖)
1 — ограниченные области в R𝑛, полностью лежащие в

пересечении 𝐻(𝑖). Тогда функционал 𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω(𝑖)) вогнут, то есть справедливо
неравенство

𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω
(𝑖)
𝑡 ) ≥ (1− 𝑡)𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω

(𝑖)
0 )+

+ 𝑡𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω
(𝑖)
1 ), 𝑡 ∈ [0, 1], 𝑘 ∈ (0, 1], 𝑚 ∈ (0,+∞).

Доказательство. Пусть Ω
(𝑖)
𝑡 = {𝑧𝑡 = (1 − 𝑡)𝑧0 + 𝑡𝑧1 | 𝑧0 ∈ Ω

(𝑖)
0 , 𝑧1 ∈ Ω

(𝑖)
1 } — сумма

Минковского областей (1−𝑡)Ω
(𝑖)
0 и 𝑡Ω

(𝑖)
1 . Заметим, что Ω

(𝑖)
𝑡 ∈ 𝐻(𝑖). Принимая во внимание

лемму 3, из (10) будем иметь:

𝐷(𝑘; 𝑧𝑡) ≥ (1− 𝑡)𝐷(𝑘; 𝑧0) + 𝑡𝐷(𝑘; 𝑧1). (11)

Применим к правой части (11) неравенство о среднем, после чего обе части возведем в
степень 𝑚. Получим

𝐷𝑚(𝑘; 𝑧𝑡) ≥ 𝐷(1−𝑡)𝑚(𝑘; 𝑧0) ·𝐷𝑡𝑚(𝑘; 𝑧1), 𝑡 ∈ [0, 1]. (12)

Введем в рассмотрение функции:

𝑓(𝑧) = 𝐷𝑚(𝑘; 𝑧)𝜒𝑚

Ω
(𝑖)
𝑡

(𝑧), 𝑓0(𝑧) = 𝐷𝑚(𝑘; 𝑧)𝜒𝑚

Ω
(𝑖)
0

(𝑧),

𝑓1(𝑧) = 𝐷𝑚(𝑘; 𝑧)𝜒𝑚

Ω
(𝑖)
1

(𝑧),

где 𝜒Ω(𝑧) — характеристическая функция области Ω. Тогда, используя (12) и известное
неравенство для характеристических функций 𝜒

Ω
(𝑖)
𝑡
(𝑧𝑡) (см. например, [9])

𝜒Ω𝑡 ((1− 𝑡)𝑧 + 𝑡𝑤) ≥ [𝜒Ω0(𝑧)]
1−𝑡 · [𝜒Ω1(𝑤)]

𝑡,

получаем

𝑓(𝑧𝑡) = 𝐷𝑚(𝑘; 𝑧𝑡)𝜒
𝑚

Ω
(𝑖)
𝑡

(𝑧𝑡) ≥
[︁
𝐷𝑚(𝑘; 𝑧0)𝜒

𝑚

Ω
(𝑖)
0

(𝑧0)
]︁1−𝑡

·

·
[︁
𝐷𝑚(𝑘; 𝑧1)𝜒

𝑚

Ω
(𝑖)
1

(𝑧1)
]︁𝑡

= 𝑓 1−𝑡
0 (𝑧0) · 𝑓 𝑡

1(𝑧1),

то есть условие теоремы Прекопа — Лайндлера (теорема 1) выполняется. Поэтому

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(𝑖)
𝑡 ) ≥ 𝐼1−𝑡(𝑘;𝑚; Ω

(𝑖)
0 ) · 𝐼 𝑡(𝑘;𝑚; Ω

(𝑖)
1 ), ∀𝑡 ∈ [0, 1],

откуда следует, что функционал 𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω(𝑖)) квазивогнут. Кроме того, имеем

𝐼(𝑘;𝑚; λΩ(𝑖)) = λ𝑘𝑚+𝑛𝐼(𝑘;𝑚; Ω(𝑖)),

то есть 𝐼(𝑘;𝑚; Ω(𝑖)) — однородный функционал степени 𝑘𝑚 + 𝑛, откуда следует, что
𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω(𝑖)) — однородный функционал первой степени. Таким образом, для
функционала 𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω(𝑖)) все условия леммы 1 выполнены. Поэтому функционал
𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω(𝑖)) вогнут. Лемма 4 доказана.
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Пусть теперь Ω — ограниченная область в R𝑛, представимая в виде объединения
конечного числа выпуклых областей. Обозначим

Ω(𝑖) = Ω ∩𝐻(𝑖), (𝑖) = (𝑖1 · · · 𝑖𝑛), 𝑖𝑗 = 0, 1; 𝑗 = 1, 𝑛.

Тогда область Ω есть объединение областей Ω(𝑖) : Ω =
𝑛⋃︀

|𝑖|=0

Ω(𝑖), |𝑖| = 𝑖1+ . . .+ 𝑖𝑛, причем

число слагаемых в этом объединении равно 2𝑛. В соответствии с этим разбиением
области Ω для функционала 𝐼(𝑘;𝑚; Ω) ≡ 𝐼(𝑘;𝑚; Ω;𝐸Ω), определенного формулой (8),
имеем представление

𝐼(𝑘;𝑚; Ω;𝐸Ω) =
𝑛∑︁

|𝑖|=0

𝐼(𝑘;𝑚; Ω(𝑖);𝐸Ω), (13)

где Ω(𝑖) ⊂ 𝐻(𝑖).
Перейдем к доказательству теоремы 4.

3. Доказательство основного результата

Для большей наглядности теорему 4 сначала докажем при 𝑛 = 2. В этом случае
имеем:

𝐻(00) = 𝐻0
1 ∩𝐻0

2 , 𝐻(01) = 𝐻0
1 ∩𝐻1

2 , 𝐻(10) = 𝐻1
1 ∩𝐻0

2 , 𝐻(11) = 𝐻1
1 ∩𝐻1

2 ,

где 𝐻0
1 — правая, 𝐻1

1 — левая, 𝐻0
2 — верхняя, 𝐻1

2 — нижняя полуплоскости. Обозначим:

Ω
(𝑖1𝑖2)
𝑗 = Ω𝑗 ∩𝐻(𝑖1𝑖2), 𝑖1, 𝑖2 = 0, 1; 𝑗 = 0, 1, 𝑡.

Тогда
Ω𝑗 = Ω

(00)
𝑗 ∪ Ω

(10)
𝑗 ∪ Ω

(11)
𝑗 ∪ Ω

(01)
𝑗 , 𝑗 = 0, 1, 𝑡.

Заметим, что
(1− 𝑡)Ω

(𝑖1𝑖2)
0 + 𝑡Ω

(𝑖1𝑖2)
1 ⊂ Ω

(𝑖1𝑖2)
𝑡 , 𝑖1, 𝑖2 = 0, 1. (14)

Определим новые области Ω0τ, Ω1τ так, что точки 𝑧τ0 ∈ Ω0τ, 𝑧τ1 ∈ Ω1τ будут полу-
чаться из точек 𝑧0 ∈ Ω0, 𝑧1 ∈ Ω1 следующим образом:

𝑧τ0 = 𝑧0 + 𝑡τ𝑢1, 𝑧τ1 = 𝑧1 − (1− 𝑡)τ𝑢1. (15)

Легко заметить, что (1 − 𝑡)𝑧τ0 + 𝑡𝑧τ1 = 𝑧𝑡, то есть Ω𝑡 = (1 − 𝑡)Ω0τ + 𝑡Ω1τ. Введем
функции

ξ1(τ) =
𝐼(𝑘;𝑚; Ω

(00)
0τ ;𝐸Ω𝑡)

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(10)
0τ ;𝐸Ω𝑡)

, η1(τ) =
𝐼(𝑘;𝑚; Ω

(00)
1τ ;𝐸Ω𝑡)

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(10)
1τ ;𝐸Ω𝑡)

. (16)

Функции ξ1(τ), η1(τ) будем рассматривать на конечном интервале (α0, α1), где
α0 — достаточно малое отрицательное, α1 — достаточно большое положительное числа.
Легко видеть, что на (α0, α1) функция ξ1(τ) монотонно возрастает от 0 до +∞, а
функция η1(τ) монотонно убывает от +∞ до 0. При достаточно малых отрицательных
τ (α0 < τ < β0) получаем, что ξ1(τ) = 0, η1(τ) = +∞, а при достаточно больших
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положительных τ (β1 < τ < α1) имеем ξ1(τ) = +∞, η1(τ) = 0. Тогда, принимая
во внимание свойства монотонных и непрерывных функций, получаем, что существует
точка τ1 такая, что

ξ1(τ1) = η1(τ1) = ζ1, 0 < ζ1 ̸= ∞.

Тогда из (16) получим

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(00)
0τ1 ;𝐸Ω𝑡) = ζ1𝐼(𝑘;𝑚; Ω

(10)
0τ1 ;𝐸Ω𝑡),

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(00)
1τ1 ;𝐸Ω𝑡) = ζ1𝐼(𝑘;𝑚; Ω

(10)
1τ1 ;𝐸Ω𝑡). (17)

Кроме того, учитывая соотношения (14) и используя лемму 4, будем иметь:

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(𝑖1𝑖2)
𝑡 ;𝐸Ω𝑡) ≥

[︁
(1− 𝑡)𝐼1/(𝑘𝑚+2)(𝑘;𝑚; Ω

(𝑖1𝑖2)
0τ1 ;𝐸Ω𝑡)+

+ 𝑡𝐼1/(𝑘𝑚+2)(𝑘;𝑚; Ω
(𝑖1𝑖2)
1τ1 ;𝐸Ω𝑡)

]︁𝑘𝑚+2

, 𝑖1, 𝑖2 = 0, 1. (18)

Теперь, если учесть (18), (17), то получим

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(00)
𝑡 ;𝐸Ω𝑡) + 𝐼(𝑘;𝑚; Ω

(10)
𝑡 ;𝐸Ω𝑡) ≥

≥ (1 + ζ1)
[︁
(1− 𝑡)𝐼1/(𝑘𝑚+2)(𝑘;𝑚; Ω

(10)
0τ1 ;𝐸Ω𝑡) + 𝑡𝐼1/(𝑘𝑚+2)(𝑘;𝑚; Ω

(10)
1τ1 ;𝐸Ω𝑡)

]︁𝑘𝑚+2

,

откуда, возводя обе части неравенства в степень 1/(𝑘𝑚+ 2) и снова используя соотно-
шения (17), будем иметь:[︁

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(00)
𝑡 ;𝐸Ω𝑡) + 𝐼(𝑘;𝑚; Ω

(10)
𝑡 ;𝐸Ω𝑡)]

1/(𝑘𝑚+2) ≥

≥ (1 + ζ1)
1/(𝑘𝑚+2)

[︁
(1− 𝑡)𝐼1/(𝑘𝑚+2)(𝑘;𝑚; Ω

(10)
0τ1 ;𝐸Ω𝑡) + 𝑡𝐼1/(𝑘𝑚+2)(𝑘;𝑚; Ω

(10)
1τ1 ;𝐸Ω𝑡)

]︁
=

= (1− 𝑡)𝐼1/(𝑘𝑚+2)(𝑘;𝑚; Ω
(0)
0τ1 ;𝐸Ω𝑡) + 𝑡𝐼1/(𝑘𝑚+2)(𝑘;𝑚; Ω

(0)
1τ1 ;𝐸Ω𝑡).

Следовательно,
𝐼(𝑘;𝑚; Ω

(00)
𝑡 ;𝐸Ω𝑡) + 𝐼(𝑘;𝑚; Ω

(10)
𝑡 ;𝐸Ω𝑡) ≥

≥
[︁
(1− 𝑡)𝐼1/(𝑘𝑚+2)(𝑘;𝑚; Ω

(0)
0τ1 ;𝐸Ω𝑡) + 𝑡𝐼1/(𝑘𝑚+2)(𝑘;𝑚; Ω

(0)
1τ1 ;𝐸Ω𝑡)

]︁𝑘𝑚+2

, (19)

где Ω
(0)
𝑗τ1

= Ω
(00)
𝑗τ1

∪ Ω
(10)
𝑗τ1

, 𝑗 = 0, 1. С учетом (9) легко видеть, что Ω
(0)
𝑗τ1

= Ω𝑗τ1 ∩𝐻0
2 .

Теперь, если принять во внимание соотношение (13) и неравенство (19), то будем
иметь:

𝐼(𝑘;𝑚; Ω𝑡;𝐸Ω𝑡) ≥
[︁
(1− 𝑡)𝐼1/(𝑘𝑚+2)(𝑘;𝑚; Ω

(0)
0τ1 ;𝐸Ω𝑡)+

+ 𝑡𝐼1/(𝑘𝑚+2)(𝑘;𝑚; Ω
(0)
1τ1 ;𝐸Ω𝑡)

]︁𝑘𝑚+2

+ 𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(11)
𝑡 ;𝐸Ω𝑡)+

+ 𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(01)
𝑡 ;𝐸Ω𝑡), (20)

где Ω0τ1 = Ω0 + 𝑡τ1𝑢1, Ω1τ1 = Ω1 − (1− 𝑡)τ1𝑢1, Ω
(0)
𝑗τ1

= Ω𝑗τ1 ∩𝐻0
2 , 𝑗 = 0, 1.
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Неравенство (20) справедливо для любых областей Ω0, Ω1, удовлетворяющих усло-
виям теоремы 4. Пользуясь этим фактом, области Ω0, Ω1 снова подвергнем переносу (15)
в направлении оси 𝑂𝑋1. Получаем новые области

Ω0τ1τ = Ω0 + 𝑡(τ1𝑢1 + τ𝑢1), Ω1τ1τ = Ω1 − (1− 𝑡)(τ1𝑢1 + τ𝑢1).

Заметим, что Ω𝑡 = (1− 𝑡)Ω0τ1τ + 𝑡Ω1τ1τ.
Введем функции

ξ2(τ) =
𝐼(𝑘;𝑚; Ω

(01)
0τ1τ;𝐸Ω𝑡)

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(11)
0τ1τ;𝐸Ω𝑡)

, η2(τ) =
𝐼(𝑘;𝑚; Ω

(01)
1τ1τ;𝐸Ω𝑡)

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(11)
1τ1τ;𝐸Ω𝑡)

,

которые обладают теми же свойствами, что и функции ξ1(τ), η1(τ) вида (16). Поэтому
существует точка τ2 такая, что ξ2(τ2) = η2(τ2) = ζ2, 0 < ζ2 ̸= ∞, следовательно, имеют
место формулы

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(01)
0τ1τ2 ;𝐸Ω𝑡) = ζ2𝐼(𝑘;𝑚; Ω

(11)
0τ1τ2 ;𝐸Ω𝑡),

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(01)
1τ1τ2 ;𝐸Ω𝑡) = ζ2𝐼(𝑘;𝑚; Ω

(11)
1τ1τ2 ;𝐸Ω𝑡).

Далее, рассуждая как и выше, приходим к неравенству

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(11)
𝑡 ;𝐸Ω𝑡) + 𝐼(𝑘;𝑚; Ω

(01)
𝑡 ;𝐸Ω𝑡) ≥

[︁
(1− 𝑡)𝐼1/(𝑘𝑚+2)(𝑘;𝑚; Ω

(1)
0τ1τ2 ;𝐸Ω𝑡)+

+ 𝑡𝐼1/(𝑘𝑚+2)(𝑘;𝑚; Ω
(1)
1τ1τ2 ;𝐸Ω𝑡)

]︁1/(𝑘𝑚+2)

, Ω
(1)
𝑗τ1τ2

= Ω
(01)
𝑗τ1τ2

∪ Ω
(11)
𝑗τ1τ2

, 𝑗 = 0, 1. (21)

Заметим, что Ω
(1)
𝑗τ1τ2

= Ω𝑗τ1τ2 ∩𝐻1
2 . Тогда из (20) с учетом (21) будем иметь:

𝐼(𝑘;𝑚; Ω𝑡;𝐸Ω𝑡) ≥
[︁
(1− 𝑡)𝐼1/(𝑘𝑚+2)(𝑘;𝑚; Ω

(0)
0τ1τ2 ;𝐸Ω𝑡)+

+ 𝑡𝐼1/(𝑘𝑚+2)(𝑘;𝑚; Ω
(0)
1τ1τ2 ;𝐸Ω𝑡)

]︁𝑘𝑚+2

+
[︁
(1− 𝑡)𝐼1/(𝑘𝑚+2)(𝑘;𝑚; Ω

(1)
0τ1τ2 ;𝐸Ω𝑡)+

+ 𝑡𝐼1/(𝑘𝑚+2)(𝑘;𝑚; Ω
(1)
1τ1τ2 ;𝐸Ω𝑡)

]︁𝑘𝑚+2

, (22)

где Ω0τ1τ2 = Ω0 + 𝑡(τ1 + τ2)𝑢1, Ω1τ1τ2 = Ω1 − (1 − 𝑡)(τ1 + τ2)𝑢1, Ω
(𝑖2)
𝑗τ1τ2

= Ω𝑗τ1τ2 ∩ 𝐻 𝑖2
2 ,

𝑗, 𝑖2 = 0, 1.
Области Ω0, Ω1 третий раз подвергаем переносу, но на этот раз в направлении оси

𝑂𝑋2:
𝑧τ0 = 𝑧0 + 𝑡τ𝑢2, 𝑧τ1 = 𝑧1 − (1− 𝑡)τ𝑢2, 𝑧𝑗 ∈ Ω𝑗, 𝑗 = 0, 1.

При этом области Ω𝑗τ1τ2 перейдут в области

Ω0τ1τ2τ = Ω0 + 𝑡(τ𝑢2 + (τ1 + τ2)𝑢1),

Ω1τ1τ2τ = Ω1 − (1− 𝑡)(τ𝑢2 + (τ1 + τ2)𝑢1).

Заметим, что Ω𝑡 = (1− 𝑡)Ω0τ1τ2τ + 𝑡Ω1τ1τ2τ, где τ — любое число.
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Введем функции

ξ3(τ) =
𝐼(𝑘;𝑚; Ω

(0)
0τ1τ2τ;𝐸Ω𝑡)

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(1)
0τ1τ2τ;𝐸Ω𝑡)

, η3(τ) =
𝐼(𝑘;𝑚; Ω

(0)
1τ1τ2τ;𝐸Ω𝑡)

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(1)
1τ1τ2τ;𝐸Ω𝑡)

,

где Ω
(𝑖2)
𝑗τ1τ2τ

= Ω𝑗τ1τ2τ∩𝐻 𝑖2
2 , 𝑗, 𝑖2 = 0, 1. При помощи аналогичных рассуждений приходим

к тому, что существует точка τ3 такая, что

ξ3(τ3) = η3(τ3) = ζ3, 0 < ζ3 ̸= ∞

и, следовательно, имеем

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(0)
0τ1τ2τ3 ;𝐸Ω𝑡) = ζ3𝐼(𝑘;𝑚; Ω

(1)
0τ1τ2τ3 ;𝐸Ω𝑡),

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(0)
1τ1τ2τ3 ;𝐸Ω𝑡) = ζ3𝐼(𝑘;𝑚; Ω

(1)
1τ1τ2τ3 ;𝐸Ω𝑡). (23)

С учетом (23) из (22) получим

𝐼(𝑘;𝑚; Ω𝑡;𝐸Ω𝑡) ≥ (1 + ζ3)
[︁
(1− 𝑡)𝐼1/(𝑘𝑚+2)(𝑘;𝑚; Ω

(1)
0τ1τ2τ3 ;𝐸Ω𝑡)+

+ 𝑡𝐼1/(𝑘𝑚+2)(𝑘;𝑚; Ω
(1)
1τ1τ2τ3 ;𝐸Ω𝑡)

]︁𝑘𝑚+2

,

откуда, возводя обе части неравенства в степень 1/(𝑘𝑚 + 2), после этого используя
снова соотношения (23), получаем

𝐼1/(𝑘𝑚+2)(𝑘;𝑚; Ω𝑡;𝐸Ω𝑡) ≥ (1− 𝑡)𝐼1/(𝑘𝑚+2)(𝑘;𝑚; Ω0τ1τ2τ3 ;𝐸Ω𝑡)+

+ 𝑡𝐼1/(𝑘𝑚+2)(𝑘;𝑚; Ω1τ1τ2τ3 ;𝐸Ω𝑡), (24)

где Ω𝑗τ1τ2τ3 = Ω
(0)
𝑗τ1τ2τ3

∪ Ω
(1)
𝑗τ1τ2τ3

, 𝑗 = 0, 1.
По определению функционалов 𝐼(𝑘;𝑚; Ω;𝐸Ω) имеем неравенства

𝐼(𝑘;𝑚; Ω𝑗τ1τ2τ3 ;𝐸Ω𝑡) ≥ 𝐼(𝑘;𝑚; Ω𝑗τ1τ2τ3 ;𝐸Ω𝑗τ1τ2τ3
), 𝑗 = 0, 1.

Но функционал 𝐼(𝑘;𝑚; Ω𝑗τ1τ2τ3 ;𝐸Ω𝑗τ1τ2τ3
) (𝑗 = 0, 1) инвариантен относительно пе-

реноса областей. Поэтому

𝐼(𝑘;𝑚; Ω𝑗τ1τ2τ3 ;𝐸Ω𝑗τ1τ2τ3
) = 𝐼(𝑘;𝑚; Ω𝑗;𝐸Ω𝑗

), 𝑗 = 0, 1. (25)

С учетом этого из (24) получим

𝐼1/(𝑘𝑚+2)(𝑘;𝑚; Ω𝑡;𝐸Ω𝑡) ≥ (1− 𝑡)𝐼1/(𝑘𝑚+2)(𝑘;𝑚; Ω0;𝐸Ω0)+

+ 𝑡𝐼1/(𝑘𝑚+2)(𝑘;𝑚; Ω1;𝐸Ω1),

то есть теорема 4 при 𝑛 = 2 доказана.
Заметим, что в силу (25) при каждом переносе областей, не ограничивая общности

рассуждений, мы последовательно можем считать, что τ1 = τ2 = τ3 = 0. Этим фактом
воспользуемся при доказательстве теоремы 4 в общем случае.
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Общий случай. В соответствии с формулой (13) имеем

𝐼(𝑘;𝑚; Ω𝑡;𝐸Ω𝑡) =
𝑛∑︁

|𝑖|=0

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(𝑖)
𝑡 ;𝐸Ω𝑡) =

=
𝑛−1∑︁

|γ2|=0

[︁
𝐼(𝑘;𝑚; Ω

(0γ2)
𝑡 ;𝐸Ω𝑡) + 𝐼(𝑘;𝑚; Ω

(1γ2)
𝑡 ;𝐸Ω𝑡)], (26)

где (γ2) = (𝑖2 . . . 𝑖𝑛) — мультииндекс, 𝑖𝑗 = 0, 1; 𝑗 = 2, 𝑛.

Так как (1− 𝑡)Ω
(𝑖1γ2)
0 + 𝑡Ω

(𝑖1γ2)
1 ⊂ Ω

(𝑖1γ2)
𝑡 , 𝑖1 = 0, 1, то в силу леммы 4 имеем

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(𝑖1γ2)
𝑡 ;𝐸Ω𝑡) ≥ [(1− 𝑡)𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω

(𝑖1γ2)
0 ;𝐸Ω𝑡)+

+ 𝑡𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω
(𝑖1γ2)
1 ;𝐸Ω𝑡)

]︁𝑘𝑚+𝑛

, 𝑖1 = 0, 1, |γ2| = 0, 𝑛− 1. (27)

Образуем новые области Ω0τ, Ω1τ, подвергая Ω0, Ω1 последовательно 2𝑛−1 перено-
сам в направлении вектора 𝑢1:

Ω0τ = Ω0 + 𝑡τ𝑢1, Ω1τ = Ω1 − (1− 𝑡)τ𝑢1.

Ясно, что Ω𝑡 = (1− 𝑡)Ω0τ + 𝑡Ω1τ. При каждом таком переносе рассмотрим функции

ξ
(γ2)
1 (τ) =

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(0γ2)
0τ ;𝐸Ω𝑡)

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(1γ2)
0τ ;𝐸Ω𝑡)

, η
(γ2)
1 (τ) =

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(0γ2)
1τ ;𝐸Ω𝑡)

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(1γ2)
1τ ;𝐸Ω𝑡)

,

(γ2) = (𝑖2, . . . , 𝑖𝑛), |γ2| = 0, 𝑛− 1. (28)

Функции ξ(γ2)1 , η
(γ2)
1 при каждом наборе (γ2) обладают теми же свойствами, что и

соответствующие функции при 𝑛 = 2. Поэтому существует точка τ(γ2)1 такая, что

ξ
(γ2)
1 (τ

(γ2)
1 ) = η

(γ2)
1 (τ

(γ2)
1 ) = ζ

(γ2)
1 , 0 < ζ

(γ2)
1 ̸= ∞, |γ2| = 0, 𝑛− 1.

В силу вышесказанного, не ограничивая общности рассуждений, положим τ
(γ2)
1 = 0

для каждого (γ2) = (𝑖2, . . . , 𝑖𝑛), 𝑖𝑗 = 0, 1, 𝑗 = 2, 𝑛. Тогда Ω
𝑗τ

(γ2)
1

= Ω𝑗, 𝑗 = 0, 1.

Следовательно, из (28) получим

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(0γ2)
0 ;𝐸Ω𝑡) = ζ

(γ2)
1 𝐼(𝑘;𝑚; Ω

(1γ2)
0 ;𝐸Ω𝑡),

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(0γ2)
1 ;𝐸Ω𝑡) = ζ

(γ2)
1 𝐼(𝑘;𝑚; Ω

(1γ2)
1 ;𝐸Ω𝑡). (29)

Теперь, если учесть неравенства (27) и соотношения (29), то будем иметь:

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(0γ2)
𝑡 ;𝐸Ω𝑡) + 𝐼(𝑘;𝑚; Ω

(1γ2)
𝑡 ;𝐸Ω𝑡) ≥

≥
[︁
(1− 𝑡)𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω

(γ2)
0 ;𝐸Ω𝑡) + 𝑡𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω

(γ2)
1 ;𝐸Ω𝑡)

]︁𝑘𝑚+𝑛

,

∀(γ2) = (𝑖2, . . . , 𝑖𝑛), 𝑖𝑗 = 0, 1, 𝑗 = 2, 𝑛. (30)

102 Б.С. Тимергалиев. Неравенство типа Брунна — Минковского в форме Хадвигера



МАТЕМАТИКА

Таким образом, при каждом переносе областей Ω0, Ω1 в направлении вектора 𝑢1

справедливо неравенство (30). После 2𝑛−1 переносов из (26) получим

𝐼(𝑘;𝑚; Ω𝑡;𝐸Ω𝑡) ≥
𝑛−1∑︁

|γ2|=0

[︁
(1− 𝑡)𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω

(γ2)
0 ;𝐸Ω𝑡)+

+ 𝑡𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω
(γ2)
1 ;𝐸Ω𝑡)

]︁𝑘𝑚+𝑛

, (31)

где Ω
(γ2)
𝑗 = Ω𝑗 ∩𝐻(γ2), 𝐻(γ2) =

𝑛⋂︀
𝑗=2

𝐻
𝑖𝑗
𝑗 , 𝑖𝑗 = 0, 1, 𝑗 = 2, 𝑛.

На втором шаге доказательства теоремы 4 неравенство (31) представим в виде

𝐼(𝑘;𝑚; Ω𝑡;𝐸Ω𝑡) ≥
𝑛−2∑︁

|γ3|=0

{︁
[(1− 𝑡)𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω

(0γ3)
0 ;𝐸Ω𝑡)+

+ 𝑡𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω
(0γ3)
1 ;𝐸Ω𝑡)]

𝑘𝑚+𝑛 + [(1− 𝑡)𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω
(1γ3)
0 ;𝐸Ω𝑡)+

+ 𝑡𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω
(1γ3)
1 ;𝐸Ω𝑡)]

𝑘𝑚+𝑛
}︁
, (32)

где γ3 = (𝑖3 . . . 𝑖𝑛), 𝑖𝑗 = 0, 1, 𝑗 = 3, 𝑛.
Области Ω0, Ω1 подвергаем последовательным переносам в направлении вектора

𝑢2:
Ω0τ = Ω0 + 𝑡τ𝑢2, Ω1τ = Ω1 − (1− 𝑡)τ𝑢2,

при этом Ω𝑡 = (1− 𝑡)Ω0τ + 𝑡Ω1τ ∀τ.
Введем функции

ξ
(γ3)
2 =

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(0γ3)
0τ ;𝐸Ω𝑡)

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(1γ3)
0τ ;𝐸Ω𝑡)

, η
(γ3)
2 =

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(0γ3)
1τ ;𝐸Ω𝑡)

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(1γ3)
1τ ;𝐸Ω𝑡)

, ∀γ3 = (𝑖3 . . . 𝑖𝑛).

При помощи аналогичных рассуждений приходим к тому, что существует точка τ(γ3)2

такая, что
ξ
(γ3)
2 (τ

(γ3)
2 ) = η

(γ3)
2 (τ

(γ3)
2 ) = ζ

(γ3)
2 , 0 < ζ

(γ3)
2 ̸= ∞ ∀γ3.

Далее считаем, что τ(γ3)2 = 0. Тогда

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(0γ3)
0 ;𝐸Ω𝑡) = ζ

(γ3)
2 𝐼(𝑘;𝑚; Ω

(1γ3)
0 ;𝐸Ω𝑡),

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(0γ3)
1 ;𝐸Ω𝑡) = ζ

(γ3)
2 𝐼(𝑘;𝑚; Ω

(1γ3)
1 ;𝐸Ω𝑡),

и с учетом этих соотношений после 2𝑛−2 переносов в направлении вектора 𝑢2 из (32)
будем иметь:

𝐼(𝑘;𝑚; Ω𝑡;𝐸Ω𝑡) ≥
𝑛−2∑︁

|γ3|=0

[︁
(1− 𝑡)𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω

(γ3)
0 ;𝐸Ω𝑡)+

+ 𝑡𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω
(γ3)
1 ;𝐸Ω𝑡)

]︁𝑘𝑚+𝑛

, γ3 = (𝑖3 . . . 𝑖𝑛), 𝑖𝑗 = 0, 1, 𝑗 = 3, 𝑛.
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Продолжая этот процесс, после 𝑙-го (𝑙 < 𝑛) шага получим

𝐼(𝑘;𝑚; Ω𝑡;𝐸Ω𝑡) ≥
𝑛−𝑙∑︁

|γ𝑙+1|=0

[︁
(1− 𝑡)𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω

(γ𝑙+1)
0 ;𝐸Ω𝑡)+

+ 𝑡𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω
(γ𝑙+1)
1 ;𝐸Ω𝑡)

]︁𝑘𝑚+𝑛

, γ𝑙+1 = (𝑖𝑙+1 . . . 𝑖𝑛). (33)

На 𝑙 + 1-м шаге неравенство (33) представим в виде

𝐼(𝑘;𝑚; Ω𝑡;𝐸Ω𝑡) ≥
𝑛−𝑙−1∑︁
|γ𝑙+2|=0

{︁[︀
(1− 𝑡)𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω

(0γ𝑙+2)
0 ;𝐸Ω𝑡)+

+ 𝑡𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω
(0γ𝑙+2)
1 ;𝐸Ω𝑡)

]︀𝑘𝑚+𝑛
+
[︀
(1− 𝑡)𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω

(1γ𝑙+2)
0 ;𝐸Ω𝑡)+

+ 𝑡𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω
(1γ𝑙+2)
1 ;𝐸Ω𝑡)

]︀𝑘𝑚+𝑛
}︁

(34)

и области Ω0, Ω1 подвергаем последовательным переносам в направлении вектора 𝑢𝑙+1:

Ω0τ = Ω0 + 𝑡τ𝑢𝑙+1, Ω1τ = Ω1 − (1− 𝑡)τ𝑢𝑙+1,

при этом Ω𝑡 = (1− 𝑡)Ω0τ + 𝑡Ω1τ.
Введем функции

ξ
(γ𝑙+2)
𝑙+1 =

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(0γ𝑙+2)
0τ ;𝐸Ω𝑡)

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(1γ𝑙+2)
0τ ;𝐸Ω𝑡)

, η
(γ𝑙+2)
𝑙+1 =

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(0γ𝑙+2)
1τ ;𝐸Ω𝑡)

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(1γ𝑙+2)
1τ ;𝐸Ω𝑡)

,

γ𝑙+2 = (𝑖𝑙+2 . . . 𝑖𝑛),

для которых существует точка τγ𝑙+2

𝑙+1 такая, что

ξ
(γ𝑙+2)
𝑙+1 (τ

(γ𝑙+2)
𝑙+1 ) = η

(γ𝑙+2)
𝑙+1 (τ

(γ𝑙+2)
𝑙+1 ) = ζ

(γ𝑙+2)
𝑙+1 , 0 < ζ

(γ𝑙+2)
𝑙+1 ̸= ∞.

Далее считаем, что τ(γ𝑙+2)
𝑙+1 = 0. Тогда

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(0γ𝑙+2)
0 ;𝐸Ω𝑡) = ζ

(γ𝑙+2)
𝑙+1 𝐼(𝑘;𝑚; Ω

(1γ𝑙+2)
0 ;𝐸Ω𝑡),

𝐼(𝑘;𝑚; Ω
(0γ𝑙+2)
1 ;𝐸Ω𝑡) = ζ

(γ𝑙+2)
𝑙+1 𝐼(𝑘;𝑚; Ω

(1γ𝑙+2)
1 ;𝐸Ω𝑡)

и с учетом этих соотношений после 2𝑛−𝑙−1 переносов в направлении вектора 𝑢𝑙+1 из (34)
будем иметь:

𝐼(𝑘;𝑚; Ω𝑡;𝐸Ω𝑡) ≥
𝑛−𝑙−1∑︁
|γ𝑙+2|=0

[︁
(1− 𝑡)𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω

(γ𝑙+2)
0 ;𝐸Ω𝑡)+

+ 𝑡𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω
(γ𝑙+2)
1 ;𝐸Ω𝑡)

]︁𝑘𝑚+𝑛

, γ𝑙+2 = (𝑖𝑙+2 . . . 𝑖𝑛), 𝑖𝑗 = 0, 1, 𝑗 = 𝑙 + 2, 𝑛,

где Ω
(γ𝑙+2)
𝑗 = Ω𝑗 ∩𝐻(γ𝑙+2), 𝐻(γ𝑙+2) =

𝑛⋂︀
𝑗=𝑙+2

𝐻
𝑖𝑗
𝑗 .

104 Б.С. Тимергалиев. Неравенство типа Брунна — Минковского в форме Хадвигера



МАТЕМАТИКА

Таким образом, после 𝑛-го шага получаем

𝐼(𝑘;𝑚; Ω𝑡;𝐸Ω𝑡) ≥
[︁
(1− 𝑡)𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω0;𝐸Ω𝑡)+

+ 𝑡𝐼1/(𝑘𝑚+𝑛)(𝑘;𝑚; Ω1;𝐸Ω𝑡)
]︁𝑘𝑚+𝑛

,

откуда, с учетом неравенств

𝐼(𝑘;𝑚; Ω𝑗;𝐸Ω𝑡) ≥ 𝐼(𝑘;𝑚; Ω𝑗;𝐸Ω𝑗
), 𝑗 = 0, 1,

получим утверждение теоремы 4. Теорема 4 полностью доказана.

Выражаю благодарность своему научному руководителю Ф.Г. Авхадиеву за поста-
новку задачи и ценные указания.
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BRUNN — MINKOWSKI TYPE INEQUALITY FOR GENERALIZED POWER
MOMENTS IN THE FORM OF HADWIGER

Bulat Samatovich Timеrgaliеv
Assistant, Department of Mathematical Analysis and Function Theory,
Kazan Federal University
timergalievbs@mail.ru
Kremlevskaya St., 18, 420048 Kazan, Russian Federation

Abstract. In this paper we built a class of domain functionals in Euclidian
space and proved Brunn — Minkowski type inequality applied to the mentioned
class. The resulting inequality generalizes corresponding inequality for moments
of inertia in relation to the center of mass and hyperplanes proven by H.
Hadwiger.

Let Ω be a bounded domain in R𝑛. Define the functional

𝐼(𝑘;𝑚; Ω) =
w

Ω

(︀
α1|𝑥1 − 𝑠1|𝑘 + · · ·+ α𝑛|𝑥𝑛 − 𝑠𝑛|𝑘

)︀𝑚
𝑑𝑥,

where 𝑘 ∈ (0, 1] at 𝑚 ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞) and 𝑘 ∈ (0,+∞) at 𝑚 = 1; α𝑗(𝑗 =
= 1, 𝑛) ∈ (0,+∞) — arbitrary real numbers, 𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑛 — coordinates of the
minimum point of the function

𝐼(𝑦) =
w

Ω

(︀
α1|𝑥1 − 𝑦1|𝑘 + α2|𝑥2 − 𝑦2|𝑘 + · · ·

+ · · · + α𝑛|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛|𝑘
)︀𝑚

𝑑𝑥, 𝑑𝑥 = 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 · · · 𝑑𝑥𝑛

of the variables 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛) ∈ R𝑛, where 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 — Cartesian
coordinates of the point 𝑥 ∈ Ω. The main result of this paper is the following

Theorem. Let Ω0,Ω1 be a bounded domains in R𝑛, that can be represented
as the the union of a finite number of convex domains. Then the functional
𝐼(𝑘;𝑚; Ω)1/(𝑘𝑚+𝑛) concave:

𝐼(𝑘;𝑚; Ω𝑡)
1/(𝑘𝑚+𝑛) ≥ (1− 𝑡)𝐼(𝑘;𝑚; Ω0)

1/(𝑘𝑚+𝑛) + 𝑡𝐼(𝑘;𝑚; Ω1)
1/(𝑘𝑚+𝑛),

where Ω𝑡 = {(1 − 𝑡)𝑧0 + 𝑡𝑧1 | 𝑧0 ∈ Ω0, 𝑧1 ∈ Ω1}, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1, 𝑘 ∈ (0, 1] at
𝑚 ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞) and 𝑘 ∈ (0,+∞) at 𝑚 = 1.

Key words: Brunn — Minkowski inequality, Prékopa — Leindler inequality,
concave function, convex body, power moments.
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