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Аннотация. Различные задачи асимптотического поведения минималь-
ных поверхностей, заданных над неограниченными областями, изучались во
многих работах (см., например, [1–3; 5–7]). Получены теоремы типа Лин-
делефа о предельном значении градиента решения уравнения минимальных
поверхностей и гауссовой кривизны рассматриваемых поверхностей на беско-
нечности.

Ключевые слова: уравнения минимальных поверхностей, гауссова кри-
визна, асимптотическое поведение, голоморфная функция, изотермические ко-
ординаты, голоморфная в метрике поверхности функция.

Минимальные графики 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) над областями 𝑅2 описываются квазилинейным
дифференциальным уравнением

𝜕

𝜕𝑥

(︃
𝑓 ′

𝑥(𝑥, 𝑦)√︀
1 + | ▽ 𝑓(𝑥, 𝑦)|2

)︃
+

𝜕

𝜕𝑦

(︃
𝑓 ′

𝑦(𝑥, 𝑦)√︀
1 + | ▽ 𝑓(𝑥, 𝑦)|2

)︃
= 0. (1)
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Пусть 𝑓(𝑥, 𝑦) есть решение уравнения (1), заданное над односвязной областью 𝐷 ⊂ 𝑅2,
ограниченной двумя кривыми 𝐿1 и 𝐿2, выходящими из одной точки и уходящими в
бесконечность. Будем считать, что 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶2(𝐷).

Пользуясь теоремой Линделефа для функций, голоморфных в неограниченных об-
ластях (см. [4, с. 322]), сформулируем вспомогательную теорему для функций голо-
морфных в метрике поверхности 𝑑𝑠𝑓 , где

𝑑𝑠2𝑓 = (1 + 𝑓 ′2
𝑥)𝑑𝑥

2 + 2𝑓 ′
𝑥𝑓

′
𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦 + (1 + 𝑓 ′2

𝑦)𝑑𝑦
2.

Напомним, что голоморфными в метрике 𝑑𝑠𝑓 функциями являются функции голоморф-
ные либо антиголоморфные в традиционном смысле в изотермических координатах на
поверхности. Ясно, что от выбора координат это не зависит.

Теорема 1. Пусть функция ℎ(𝑥, 𝑦)− голоморфна в метрике поверхности 𝑑𝑠𝑓 в обла-
сти 𝐷, ограниченной кривыми 𝐿1 и 𝐿2, выходящими из одной точки и уходящими в
бесконечность. Если функция ℎ(𝑥, 𝑦) непрерывна на кривых 𝐿1 и 𝐿2 и

ℎ(𝑥, 𝑦) → 𝑎𝑛, ((𝑥, 𝑦) → ∞, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿𝑛) 𝑛 = 1, 2,

то имеет место одна из двух возможностей: или функция ℎ(𝑥, 𝑦) не ограничена в
области 𝐷, или 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎 и ℎ(𝑥, 𝑦) → 𝑎 при (𝑥, 𝑦), стремящемся к бесконечности
по любому пути, лежащему в области 𝐷.

Доказательство. Возьмем произвольно точку (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷 и введем в рассмотрение
однозначные в 𝐷 функции, существование которых показано в работе [6]:

𝑣(𝑥, 𝑦) =

(𝑥,𝑦)w

(𝑥0,𝑦0)

𝑓 ′
𝑥(𝑡, 𝑠)𝑓

′
𝑦(𝑡, 𝑠)√︀

1 + | ▽ 𝑓(𝑡, 𝑠)|2
𝑑𝑡+

1 + 𝑓 ′2
𝑦(𝑡, 𝑠)√︀

1 + | ▽ 𝑓(𝑡, 𝑠)|2
𝑑𝑠,

𝑔(𝑥, 𝑦) =

(𝑥,𝑦)w

(𝑥0,𝑦0)

1 + 𝑓 ′2
𝑥(𝑡, 𝑠)√︀

1 + | ▽ 𝑓(𝑡, 𝑠)|2
𝑑𝑡+

𝑓 ′
𝑥(𝑡, 𝑠)𝑓

′
𝑦(𝑡, 𝑠)√︀

1 + | ▽ 𝑓(𝑡, 𝑠)|2
𝑑𝑠.

Известно, что комплекснозначная функция ζ = ξ+ 𝑖η, где

ξ = 𝑥+ 𝑔(𝑥, 𝑦), η = 𝑦 + 𝑣(𝑥, 𝑦), (2)

является голоморфной в метрике минимальной поверхности и осуществляет введение на
графике 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) изотермических координат (ξ, η) (см. [6]).

Отображение (2) не уменьшает евклидово расстояние между точками. А именно,
для любой пары точек (𝑥1, 𝑦1) и (𝑥2, 𝑦2) будет выполнено неравенство (см. [6]):

(ξ2 − ξ1)2 + (η2 − η1)2 ≥ (𝑥2 − 𝑥1)
2 + (𝑦2 − 𝑦1)

2,

где (ξ1, η1), (ξ2, η2) — образы точек (𝑥1, 𝑦1) и (𝑥2, 𝑦2) соответственно. Из вышесказанно-
го заключаем, что отображение ζ(𝑥, 𝑦) однолистно в 𝐷, причем образом 𝐷 в плоскости
переменных (ξ, η) будет некоторая область 𝐷′, ограниченная кривыми 𝐿′

1 и 𝐿′
2, выходя-

щими из одной точки и уходящими в бесконечность. Здесь 𝐿′
1 и 𝐿′

2 образы граничных
кривых 𝐿1 и 𝐿2 соответственно.
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Если функция ℎ(𝑥, 𝑦) голоморфна в метрике поверхности 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), то сложная
функция ℎ(𝑥(ξ, η), 𝑦(ξ, η)) будет голоморфной в области 𝐷′ в традиционном понимании.
Здесь 𝑥 = 𝑥(ξ, η), 𝑦 = 𝑦(ξ, η) – отображение, обратное к отображению (2). Голоморфная
в области 𝐷′ функция ℎ̌(ξ, η) ≡ ℎ(𝑥(ξ, η), 𝑦(ξ, η)) является непрерывной на кривых 𝐿′

1

и 𝐿′
2 и удовлетворяет условиям

ℎ̌(ξ, η) → 𝑎𝑛, ((ξ, η) → ∞, (ξ, η) ∈ 𝐿′
𝑛) 𝑛 = 1, 2,

следовательно, по теореме Линделефа для функций, голоморфных в неограниченных
областях (см. [4, с. 322]), имеет место одна из двух возможностей: или ℎ̌(ξ, η) не
ограничена в области 𝐷′, или 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎 и ℎ̌(ξ, η) → 𝑎 при (ξ, η), стремящемся
к бесконечности по любому пути, лежащему в области 𝐷′. Возвращаясь к функции
ℎ(𝑥, 𝑦), получаем наше утверждение: или функция ℎ(𝑥, 𝑦) ограничена в области 𝐷, или
𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎 и ℎ(𝑥, 𝑦) → 𝑎 при (𝑥, 𝑦), стремящемся к бесконечности по любому пути,
лежащему в области 𝐷.

Используя полученный результат, выводим, что при вышеуказанных предположени-
ях на минимальную поверхность 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) будет справедливо следующее утверждение.
Теорема 2. Если градиент функции 𝑓(𝑥, 𝑦) на кривых 𝐿1 и 𝐿2 удовлетворяет усло-
виям

∇𝑓(𝑥, 𝑦) → 𝑎𝑛, 𝑎𝑛 ∈ 𝑅2, ((𝑥, 𝑦) → ∞, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿𝑛) 𝑛 = 1, 2,

то имеет место одна из двух возможностей: или ∇𝑓(𝑥, 𝑦) не ограничен в области
𝐷, или 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎 и ∇𝑓(𝑥, 𝑦) → 𝑎 при (𝑥, 𝑦), стремящемся к бесконечности по
любому пути, лежащему в области 𝐷.

Доказательство. Рассмотрим комплекснозначную функцию

𝜒(𝑥, 𝑦) =
𝑓 ′
𝑥(𝑥, 𝑦)

1 +
√︀
1 + | ▽ 𝑓(𝑥, 𝑦)|2

− 𝑖
𝑓 ′
𝑦(𝑥, 𝑦)

1 +
√︀
1 + | ▽ 𝑓(𝑥, 𝑦)|2

.

Известно ([8, с. 113]), что данная функция является голоморфной в метрике минималь-
ной поверхности 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦). Причем, так как 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶2(𝐷), то на кривых 𝐿1 и 𝐿2

функция 𝜒(𝑥, 𝑦) непрерывна и выполняются условия

𝜒(𝑥, 𝑦) → α𝑛, ((𝑥, 𝑦) → ∞, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿𝑛) 𝑛 = 1, 2,

где α𝑛 = 𝑎𝑛1

1+
√

1+|𝑎𝑛|2
− 𝑖 𝑎𝑛2

1+
√

1+|𝑎𝑛|2
, (𝑎𝑛1, 𝑎𝑛2) — координаты 𝑎𝑛. Следовательно, так как

функция 𝜒(𝑥, 𝑦) удовлетворяет всем условиям теоремы 1, то отсюда выводим, что или
𝜒(𝑥, 𝑦) не ограничена в области 𝐷, или α1 = α2 = α и функция 𝜒(𝑥, 𝑦) → α при
(𝑥, 𝑦), стремящемся к бесконечности по любому пути, лежащему в области 𝐷. А это
означает, что для градиента ∇𝑓(𝑥, 𝑦) имеет место одна из двух возможностей: или
градиент ∇𝑓(𝑥, 𝑦) не ограничен в области 𝐷, или 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎 и ∇𝑓(𝑥, 𝑦) → 𝑎 при
(𝑥, 𝑦), стремящемся к бесконечности по любому пути, лежащему в области 𝐷.

Обозначим 𝐾(𝑥, 𝑦) гауссову кривизну минимальной поверхности 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦). От-
метим, что 𝐾(𝑥, 𝑦) ≤ 0. Так как 𝑓(𝑥, 𝑦) имеет непрерывные вторые производные вплоть
до границы области 𝐷, то гауссова кривизна 𝐾(𝑥, 𝑦) непрерывна в 𝐷. Справедливо
следующее утверждение.
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Теорема 3. Если гауссова кривизна 𝐾(𝑥, 𝑦) минимальной поверхности (1) на кривых
𝐿1 и 𝐿2 удовлетворяет условиям

𝐾(𝑥, 𝑦) → 𝑏𝑛, ((𝑥, 𝑦) → ∞, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿𝑛) 𝑛 = 1, 2,

и, кроме того, градиент функции 𝑓(𝑥, 𝑦) на кривых 𝐿1 и 𝐿2 имеет равные предельные
значения при (𝑥, 𝑦) → ∞, то имеет место одна из двух возможностей: или 𝐾(𝑥, 𝑦)
не ограничена в области 𝐷, или 𝑏1 = 𝑏2 = 𝑏 и 𝐾(𝑥, 𝑦) → 𝑏 при (𝑥, 𝑦), стремящемся к
бесконечности по любому пути, лежащему в области 𝐷.

Доказательство. Известно ([8, с. 113]), что через производную функции 𝜒(𝑥, 𝑦) по
параметру ζ = ξ+ 𝑖η выражается гауссова кривизна поверхности 𝐾(𝑥, 𝑦). Причем

|𝜒′
ζ(𝑥, 𝑦)|2 =

−𝐾(𝑥, 𝑦)(1 + | ▽ 𝑓(𝑥, 𝑦)|2)2

(1 +
√︀
1 + | ▽ 𝑓(𝑥, 𝑦)|2)4

. (3)

Так как

0 <
(1 + | ▽ 𝑓(𝑥, 𝑦)|2)2

(1 +
√︀
1 + | ▽ 𝑓(𝑥, 𝑦)|2)4

< 1, (4)

то из равенства (3) и условий теоремы следует, что на кривых 𝐿1 и 𝐿2 функция |𝜒′
ζ(𝑥, 𝑦)|

непрерывна и представляется как произведение сходящихся при (𝑥, 𝑦) → ∞ функций:√︀
−𝐾(𝑥, 𝑦) и 1+|▽𝑓(𝑥,𝑦)|2

(1+
√

1+|▽𝑓(𝑥,𝑦)|2)2
.

Тогда голоморфная в метрике поверхности функция 𝜒′
ζ(𝑥, 𝑦) непрерывна на кривых

𝐿1 и 𝐿2 и существуют пределы при (𝑥, 𝑦) → ∞:

𝜒′
ζ(𝑥, 𝑦) → 𝑐𝑛, ((𝑥, 𝑦) → ∞, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿𝑛) 𝑛 = 1, 2,

где |𝑐𝑛|2 = −𝑏𝑛 · 𝑘, 𝑘 = lim
(𝑥,𝑦)→∞

(1+|▽𝑓(𝑥,𝑦)|2)2

(1+
√

1+|▽𝑓(𝑥,𝑦)|2)4
, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿𝑛 𝑛 = 1, 2.

Используя теорему 1 для функции 𝜒′
ζ(𝑥, 𝑦), выводим, что или 𝜒′

ζ(𝑥, 𝑦) не ограниче-
на в области 𝐷, или 𝑐1 = 𝑐2 = 𝑐 и 𝜒′

ζ(𝑥, 𝑦) → 𝑐 при (𝑥, 𝑦), стремящемся к бесконечности
по любому пути, лежащему в области 𝐷. Возвращаясь к функции 𝐾(𝑥, 𝑦), учитывая
(3), (4) и условие теоремы о равных предельных значениях градиента при (𝑥, 𝑦) → ∞
на кривых 𝐿1 и 𝐿2, для гауссовой кривизны минимальной поверхности получаем нужное
утверждение: или 𝐾(𝑥, 𝑦) не ограничена в области 𝐷, или 𝑏1 = 𝑏2 = 𝑏 и 𝐾(𝑥, 𝑦) → 𝑏
при (𝑥, 𝑦), стремящемся к бесконечности по любому пути, лежащему в области 𝐷.

Близкие по содержанию результаты о предельном значении гауссовой кривизны
минимальной поверхности на бесконечности были получены в [2].
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МАТЕМАТИКА

Abstract. A lot of works on researching the solutions of equation of the
minimal surfaces, which are given over unbounded domains (see, for example,
[1–3; 5–7]) in which various tasks of asymptotic behavior of the minimal surfaces
were studied. The obtained theorems of Lindelöf type about the limiting value
of the gradient of the solution of the equation of minimal surfaces and Gaussian
curvature of the considered surface at infinity.

Let 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) be a solution of the equation of minimal surfaces (1) given
over the domain 𝐷 bounded by two curves 𝐿1 and 𝐿2, coming from the same
point and going into infinity. We assume that 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶2(𝐷).

For the Gaussian curvature of minimal surfaces 𝐾(𝑥, 𝑦) will be the following
theorem.

Theorem. If the Gaussian curvature 𝐾(𝑥, 𝑦) of the minimal surface (1) on
the curves 𝐿1 and 𝐿2 satisfies the conditions

𝐾(𝑥, 𝑦) → 𝑏𝑛, ((𝑥, 𝑦) → ∞, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿𝑛) 𝑛 = 1, 2,

and, in addition, the gradient of the function 𝑓(𝑥, 𝑦) on the curves 𝐿1 and 𝐿2 has
the equal limit values for (𝑥, 𝑦) → ∞, this is one of two possibilities: or 𝐾(𝑥, 𝑦)
not limited to 𝐷, or 𝑏1 = 𝑏2 = 𝑏 and 𝐾(𝑥, 𝑦) → 𝑏 for (𝑥, 𝑦) tending to infinity
along any path lying in the domain 𝐷.

Key words: equations of the minimal surfaces, gaussian curvature, asymp-
totic behavior, holomorphic function, isothermal coordinates, holomorphic in the
metric of the surface function.

12 Р.С. Акопян. Теоремы типа Линделефа для минимальной поверхности на бесконечности




