
www.volsu.ru

МАТЕМАТИКА

DOI: https://doi.org/10.15688/jvolsu1.2016.5.7

УДК 51.76
ББК 22.19

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
ПРОСТРАНСТВЕННОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

РАДИАЦИОННОГО ПОЛЯ В БИОТКАНИ: ОПРЕДЕЛЕНИЕ
ЯРКОСТНОЙ ТЕМПЕРАТУРЫ ДЛЯ ДИАГНОСТИКИ 1

Максим Валентинович Поляков
Студент кафедры информационных систем и компьютерного моделирования,
Волгоградский государственный университет
maxim.v.polyakov@gmail.com, infomod@volsu.ru
просп. Университетский, 100, 400062 г. Волгоград, Российская Федерация

Александр Валентинович Хоперсков

Доктор физико-математических наук,
профессор кафедры информационных систем и компьютерного моделирования,
Волгоградский государственный университет
khoperskov@volsu.ru
просп. Университетский, 100, 400062 г. Волгоград, Российская Федерация

Аннотация. Обсуждаются результаты проведения имитационных экспе-
риментов по моделированию динамики температурных и радиационных по-
лей в биотканях молочной железы для повышения эффективности медицин-
ской диагностики методом микроволновой радиотермометрии с использовани-
ем различных схем выбора опорных точек местоположения антенны. В основе
модели лежит совместное интегрирование нестационарных уравнений пере-
носа тепла и уравнений Максвелла. Вместо традиционно используемых мо-
делей с однородными параметрами в многослойном приближении, в наших
вычислительных моделях исходим из реалистичной геометрической структу-
ры тканей с неоднородными характеристиками, учитывая также нитевидные
соединительные ткани, долевые структуры молочной железы, выводные про-
токи, жировые ткани, характеризующиеся различными значениями физиче-
ских параметров. Расчеты динамики внутренней температуры молочной же-
лезы, имитирующие процесс проведения диагностических измерений, когда
диагностический объект находится в состоянии адаптации к температурным
условиям внешней среды, дают характерное время установления квазистаци-
онарного температурного поля порядка 30 минут. Это время слабо зависит от
особенностей внутренней структуры здоровой биоткани.
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Введение

Эффективность методов медицинской диагностики злокачественных опухолей на
основе методов радиотермометрии в существенной мере зависит от точности определе-
ния пространственного распределения температуры внутри биологической ткани [6; 15]
и выявления связи между этой температурой в разных зонах с наличием раковых обра-
зований [1; 6; 12; 19; 20]. Данная работа направлена на изучение особенностей динамики
температуры внутри молочной железы на основе вычислительных экспериментов, имити-
рующих процесс измерения температуры во время проведения медицинской диагностики
[12]. Распределение температуры внутри биоткани формируется в результате сложных
процессов переноса тепла в сильно неоднородной среде при наличии источников тепла,
связанных с кровотоками, тепловыделением в результате «физиологических процессов».
Наличие злокачественных образований приводит к существенной перестройке переноса
тепла внутри ткани.

Тепловой баланс, по-видимому, сильно зависит от индивидуальных особенностей
внутренней структуры, распределения железистой ткани и ее тонкой структуры, со-
единительной и жировой ткани, костно-мышечного блока, каждая из этих компонент
описывается набором неоднородных параметров (теплопроводность, влагосодержание,
удельное тепловыделение, электропроводность, диэлектрическая проницаемость, тепло-
емкость и др.) [4]. Имеется несколько механизмов переноса тепла. К числу основных
относятся перенос за счет молекулярной теплопроводности и радиационный перенос
энергии в инфракрасном диапазоне внутри биотканей.

В основе метода микроволновой радиотермометрии (РТМ) лежит измерение так на-
зываемой яркостной температуры 𝑇𝑏 (или эффективной температуры) с использованием
специальной антенны [2; 16–18; 20], которая определяет распределение электрического
поля внутри биоткани. И получаемая 𝑇𝑏 является результатом определенного усреднения
температуры в некотором объеме 𝑉𝑏. В данной работе в п. 2.1 обсуждаются результаты
вычислений температуры 𝑇𝑏 для различных значений объема 𝑉𝑏. Другая проблема свя-
зана с нестационарным поведением температуры в процессе измерений, что обусловлено
самой методикой проведения диагностики. Во время адаптации организма к температур-
ным условиям воздуха происходят изменения глубинных температур. Чтобы избавиться
от этой временной зависимости 𝑡 измерения стараются провести после наступления
полной тепловой адаптации пациента. Однако измеряемая при проведении медицинской
диагностики зависимость 𝑇

(𝑒𝑥𝑝)
𝑏 (𝑡) может являться важным источником информации о

свойствах биологической ткани, если проводить сравнение экспериментальных данных
с результатами численного моделирования 𝑇 𝑡ℎ𝑒

𝑏 (п. 2.2).

1. Математическая и численная модели

В качестве модели молочной железы выберем полусферу радиуса 𝑅0, соприкасаю-
щуюся с параллелипипедом, который моделирует костно-мышечный блок (см. рис. 1).
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Считаем температуру окружающей среды 𝑇𝑒𝑥𝑡 и температуру костно-мышечного блока
𝑇𝑏𝑚 постоянными. Внутренняя структура определяется пятью базовыми компонентами:
кожа, соединительная ткань, жировая ткань, кровотоки, молочные железы. Каждая из
которых характеризуется своим набором физических параметров. Размеры компонент и
их местоположения варьируются, что дает набор имитационных моделей.

a) б)
Рис. 1.: а) — Схема внутренней структуры молочной железы. На схеме: 1 — межреберные

мышцы; 2 — большая грудная мышца; 3 — долька молочной железы; 4 — сосок; 5 — ареол;
6 — млечный синус; 7 — жировая ткань; 8 — кожа; б) — Геометрия модели для исследования

динамики внутренней температуры

Антенна с частотой несколько ГГц позволяет измерять тепловое излучение от био-
тканей в определенном диапазоне частот 𝑓min ≤ 𝑓 ≤ 𝑓max. Во время измерений ан-
тенна соприкасается в строго фиксированных местах (см. рис. 1б, [15]). Поскольку
биологическая ткань имеет неоднородную температуру, то такой метод дает средневзве-
шенную температуру некоторой внутренней области 𝑇

(𝑒𝑥𝑝)
𝑏 . Погрешность метода РТМ

обусловлена также шумовой температурой приемника 𝑇𝑅𝐸𝐶 , эффектами рассогласования
в антенне (определяется коэффициентом 𝑆11(𝑓)), влиянием окружающей среды (𝑇𝐸𝑀𝐼).
В результате яркостная температура определяется интегральным представлением вида:

𝑇
(𝑒𝑥𝑝)
𝐵 =

𝑓maxw

𝑓min

{︂
𝑠11

[︂
𝑇𝐸𝑀𝐼 +

w

𝑉𝑏

𝑊 (𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑓)𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉

]︂
+ |𝑆11(𝑓)|2𝑇𝑅𝐸𝐶

}︂
𝑑𝑓 , (1)

где 𝑠11 = 1−|𝑆11|2 учитывает рассогласование антенны; 𝑊 = 𝑃𝑑(𝑥,𝑦,𝑧;𝑓)r
𝑉𝑏

𝑃𝑑 𝑑𝑉
— весовая функ-

ция с учетом нормировки
r
𝑉𝑏
𝑊 𝑑𝑉 = 1; 𝑃𝑑 =

1
2
σ(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑓) · | ⃗𝐸(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑓)|2 — плотность

мощности электрической энергии; σ — электрическая проводимость.

Распределение электрического поля �⃗�(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑓) можно описывать уравнением Гельм-
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гольца

Δ �⃗� +
𝑓 2

𝑐2
ε𝑐 �⃗� = −∇⃗

(︁
�⃗�/ε𝑐 · ∇⃗(ε𝑐)

)︁
, (2)

ε𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑓) — комплексная диэлектрическая проницаемость; 𝑐 — скорость света в ва-
кууме; ∇⃗ = {𝜕/𝜕𝑥, 𝜕/𝜕𝑦, 𝜕/𝜕𝑧} — оператор набла; Δ — оператор Лапласа [15]. Правая
часть (2) учитывает неоднородность диэлектрических свойств в биоткани.

Динамика температуры определяется уравнением переноса тепла [3; 4; 15; 21]

𝜚𝐶𝑝
𝜕𝑇

𝜕𝑡
= ∇⃗ (κ∇𝑇 ) +𝑄 , (3)

где κ — коэффициент теплопроводности; 𝐶𝑝 — коэффициент теплоемкости; 𝜚 — объ-
емная плотность; функция источников и стоков тепла 𝑄 = Σ𝑄𝑖 определяется мета-
болическими процессами 𝑄1 = 𝑄𝑚𝑒𝑡, наличием кровотоков 𝑄2 = 𝑄𝑏𝑙, радиационным
охлаждением 𝑄3 = 𝑄𝑟𝑎𝑑, раковыми образованиями 𝑄4 = 𝑄𝑐𝑎𝑟.

Рис. 2. Распределение коэффициента теплопроводности вдоль линии 𝐴𝐵 (см. рис. 1 a)
для девяти различных имитационных моделей, различающихся внутренней структурой

Поскольку исследуемая биоткань характеризуется сильной пространственной неод-
нородностью (жировая ткань, кожа, соединительная ткань, кровотоки, раковые образо-
вания), то основные физические параметры биоткани существенно зависят от координат.
На рисунке 1а хорошо видна сильная мелкомасштабная неоднородность биоткани. При-
чем эта неоднородность сильно варьируется у разных людей. В качестве примера на
рисунке 2 показаны профили коэффициента теплопроводности вдоль заданной линии
𝐴𝐵 на рисунке 1 для 9 различных моделей внутренней структуры, различающихся рас-
положением и размерами структурных элементов. Таким образом, имитационные моде-
ли различаются распределением пространственных характеристик внутри билогической
ткани.

Для построения стационарного распределения электрического поля вместо (2) удоб-
но использовать расчет на установление, решая уравнения Максвелла на нестационарное
электрическое �⃗� и магнитное �⃗� поля:

𝜕�⃗�

𝜕𝑡
+∇× �⃗� = 0 ,

𝜕�⃗�

𝜕𝑡
−∇× �⃗� = 0 , �⃗� = µ�⃗� , �⃗� = ε�⃗� . (4)

76 М.В. Поляков, А.В. Хоперсков. Математическое моделирование пространственного распределения



МАТЕМАТИКА

Воспользуемся численной схемой [22; 23] для равномерной сетки 𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖+Δ𝑥, 𝑦𝑗+1 =
= 𝑥𝑗 +Δ𝑦, 𝑧𝑘+1 = 𝑥𝑘 +Δ𝑧 [11]:

𝐵𝑛+1/2
𝑥 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗+1/2, 𝑧𝑘+1/2)−𝐵𝑛−1/2

𝑥 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗+1/2, 𝑧𝑘+1/2)

Δ𝑡
= (5)

=
𝐸𝑛

𝑦 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗+1/2, 𝑧𝑘+1)− 𝐸𝑛
𝑦 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗+1/2, 𝑧𝑘)

Δ𝑧
−

−
𝐸𝑛

𝑧 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗+1, 𝑧𝑘+1/2)− 𝐸𝑛
𝑧 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘+1/2)

Δ𝑦
,

𝐷𝑛
𝑥(𝑥𝑖+1/2, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘)−𝐷𝑛−1

𝑥 (𝑥𝑖+1/2, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘)

Δ𝑡
= (6)

=
𝐻𝑛−1/2

𝑧 (𝑥𝑖+1/2, 𝑦𝑗+1/2, 𝑧𝑘)−𝐻𝑛−1/2
𝑧 (𝑥𝑖+1/2, 𝑦𝑗−1/2, 𝑧𝑘)

Δ𝑦
−

−
𝐻𝑛−1/2

𝑦 (𝑥𝑖+1/2, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘+1/2)−𝐻𝑛−1/2
𝑦 (𝑥𝑖+1/2, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘−1/2)

Δ𝑧
,

𝐵𝑛+1/2
𝑦 (𝑥𝑖+1/2, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘+1/2)−𝐵𝑛−1/2

𝑦 (𝑥𝑖+1/2, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘+1/2)

Δ𝑡
= (7)

= −
𝐸𝑛

𝑥 (𝑥𝑖+1/2, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘+1)− 𝐸𝑛
𝑥 (𝑥𝑖+1/2, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘)

Δ𝑧
+

+
𝐸𝑛

𝑧 (𝑥𝑖+1, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘+1/2)− 𝐸𝑛
𝑧 (𝑥𝑖, 𝑦𝑗, 𝑧𝑘+1/2)

Δ𝑥
.

Остальные уравнения, содержащие слагаемые 𝜕𝐵𝑧/𝜕𝑡, 𝜕𝐷𝑦/𝜕𝑡, 𝜕𝐷𝑧/𝜕𝑡, аппроксимиру-
ются аналогичными конечно-разностными выражениями. На величины Δ𝑡, Δ𝑥, Δ𝑦 и Δ𝑧
накладываются стандартные ограничения, связанные с устойчивостью явной численной
схемы √︁

(Δ𝑥)2 + (Δ𝑦)2 + (Δ𝑧)2 > 𝑐maxΔ𝑡 , (8)

где 𝑐max — максимальное значение скорости света в объеме 𝑉𝑏 (в качестве 𝑐max удобно
выбрать скорость света в вакууме).

На рисунке 3 приведено распределение стационарного электрического поля в се-
чении, когда антенна располагается в зоне соска — в так называемой точке «0» [15].
Рассчитанное пространственное распределение �⃗�(𝑥, 𝑦, 𝑧) используется для вычисления
внутренней температуры (1). Распределение электрического поля зависит от местополо-
жения антенны. Для стандартной методики проведения диагностики используется 9 то-
чек на груди пациента, для каждой из которых измеряется внутренняя температура.

2. Результаты моделирования

2.1. Зависимость эффективной температуры от объема интегрирования

При определении средневзвешенной температуры 𝑇
(𝑒𝑥𝑝)
𝐵 по формуле (1) результат

зависит от объема биоткани 𝑉𝑏, по которому определяется внутренняя температура.
Чем более неоднородной является распределение температуры 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧), тем труднее

ISSN 2222-8896. Вестн. Волгогр. гос. ун-та. Сер. 1, Мат. Физ. 2016. № 5 (36) 77



МАТЕМАТИКА

связать величину 𝑇
(𝑒𝑥𝑝)
𝐵 с реальной физической температурой внутри ткани. Рассмотрим

степень влияния выбора объема интегрирования 𝑉𝑏 на временную динамику внутренней
температуры 𝑇

(𝑒𝑥𝑝)
𝐵 . В качестве объемов 𝑉𝑏 рассмотрим серию шаров с фиксированным

центром ограничивающей сферы и различным диаметром в пределах 𝐷 = 0.5÷ 5 см. На
рисунке 4 полученные таким образом профили внутренней температуры сравниваются с
𝑇

(𝑒𝑥𝑝)
𝐵 , рассчитанной для всего объема молочной железы 𝑉

(𝑡𝑜𝑡)
𝑏 .

Рис. 3. Распределение электрического поля в плоскости (𝑥, 𝑦). Антенна расположена по центру
вблизи соска

Рис. 4. Зависимость внутренней температуры 𝑇𝐵 от времени
в модели с различными значениями объемов 𝑉𝑏 (см. (1))

Для маленьких значений объема 𝑉𝑏 рассчитанная температура на стационарном
режиме может различаться от случая 𝑉

(𝑡𝑜𝑡)
𝑏 примерно на градус. С ростом объема 𝑉𝑏

расхождение между температурами уменьшается.
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2.2. Моделирование температурной адаптации внутренней температуры
к изменению температуры окружающей среды

При традиционном проведении диагностики измеряется внутренняя температура
примерно через 30 мин после начала обследования в условиях адаптации организма к
температуре окружающей среды. Временная зависимость температуры 𝑇

(𝑡ℎ𝑒)
𝐵 (𝑡), модели-

рующая процесс адаптации, может быть рассчитана с использованием (1)–(7). Согласуя
зависимости 𝑇

(𝑡ℎ𝑒)
𝐵 (𝑡) с данными медицинских измерений 𝑇

(𝑜𝑏𝑠)
𝐵 (𝑡), мы можем лучше

верифицировать теоретическую модель.

Рис. 5. Временные изменения внутренней температуры для различных моделей (сплошные
линии) и результатов медицинских измерений (различные символы)

На рисунке 5 приведена типичная временная динамика внутренней температуры
молочной железы. В отличие от монотонного уменьшения температуры в модели с вы-
ходом на стационарные значения после 𝑡 ≃ 30мин температура по результатам меди-
цинских измерений меняется более сложным образом. Однако в целом за 30 мин имеем
близкое по величине уменьшение примерно на 1 ∘С.

Заключение

Численные модели для расчета внутренней температуры на основе уравнения пе-
реноса тепла и учитывающие пространственное распределение электрического поля ан-
тенны показывают хорошее согласие с результатами измерений в рамках метода микро-
волновой радиотермометрии. Перспективным является исследование динамики измене-
ния внутренней температуры, позволяющее повысить качество теоретических моделей и
оценить точность рассчитываемых температур. Нестационарная задача построения тем-
пературного поля в условиях, сходных с диагностическими измерениями, когда диагно-
стический объект находится в состоянии адаптации к температурным условиям внешней
среды, может рассматриваться как дополнительный нагрузочный тест, на который неиз-
мененная молочная железа и опухоль могут реагировать по-разному.

Наши расчеты динамики внутренней температуры молочной железы указывают
на характерное время установления квазистационарного температурного поля порядка
30 мин, и это время слабо зависит от особенностей внутренней структуры здоровой
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биоткани.
Построенные модели позволяют оценить погрешность определения внутренней тем-

пературы пациента из-за неопределенности внутренней структуры биоткани конкретного
пациента.

Сильная персональная изменчивость внутренней структуры молочной железы у
различных пациентов требует построения больших кубов данных по результатам мно-
гочисленных имитационных экспериментов, что является значительной проблемой из-за
необходимости многократного интегрирования системы дифференциальных уравнений
в частных производных, решение которой, очевидно, требует перехода на графические
процессоры [7–10; 13; 14].

Авторы благодарны М.Е. Ковалеву за предоставленные данные измерений внутрен-
ней температуры.
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Abstract. The article contains the results of modeling of temperature fields
and radiation fields in biological tissues. Experiments aimed at improving the
efficiency of medical diagnosis of cancer.

Diagnosis is made by microwave radiometry. The antenna is located at
various points in the measurement. Joint integration of unsteady heat transfer
equations and the Maxwell equation is the basis of the model. Our computer
models take into account a realistic geometric structure of the breast. The
mammary gland consists of lobules, outlet streams, adipose tissue blood flow.
Each biological tissue is characterized by different values of the physical parameters.
The temperature is calculated in the time of adaptation modeling object to the
external environment. The time for establishing a quasi-stationary temperature
field is equal to 30 minutes. Time depends weakly on the internal structure of
healthy tissue.

This work aims to study the features of the dynamics of the temperature
inside the breast on the basis of computational experiments simulating the
temperature measurement process during medical diagnosis.

The temperature distribution in the biological tissue is formed by complex
heat transfer processes in a highly inhomogeneous medium in the presence
of heat sources associated with blood flow as a result of heat generation of
physiological processes. The presence of malignant tumors leads to a substantial
transfer of heat within the tissue restructuring.

The basis of microwave radiometry method is the measurement of the so-
called brightness temperature using a special antenna that detects the electric
field distribution in biological tissues. And the resulting temperature is the result
of a certain averaging temperature in a certain volume. In this paper, the results
of calculations of temperature are discussed for the different volume values.

Key words: numerical modeling, biological tissues, heat transfer, electro-
magnetic field, brightness temperature, mammary glands, diagnostics, oncology.
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