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Аннотация. Вводится понятие почти контактной метрической структуры
(𝑀, ξ⃗, η,ϕ, 𝑔,𝐷) первого рода. На многообразии 𝑀 определяется внутренняя
связность. Тензор кривизны внутренней связности получает название тензо-
ра Схоутена. Изучаются свойства тензора Схоутена. В частности, доказыва-
ется, что обращение в нуль тензора Схоутена эквивалентно существованию
такого атласа, состоящего из адаптированных карт, в котором коэффициенты
внутренней связности равны нулю. Определяется ассоциированная с внутрен-
ней связностью ∇ связность ∇𝐴. Доказывается существование и единствен-
ность ассоциированной связности. Распределение почти контактной метриче-
ской структуры с нулевым тензором Схоутена названо в работе распределе-
нием нулевой кривизны. Квази-сасакиева структура первого рода получает в
работе название специальной квази-сасакиевой структуры (SQS-структуры).
На распределении 𝐷 многообразия 𝑀 с контактной метрической структу-
рой (𝑀, ξ⃗, η,ϕ, 𝑔,𝐷) определяется почти контактная метрическая структура
(𝐷, 𝐽, �⃗�, λ = η ∘ π*, 𝑔, �̃�), являющаяся структурой первого рода и называемая
в работе продолженной почти контактной метрической структурой. Доказыва-
ется, что продолженная структура является SQS-структурой в случае, когда в
качестве исходного многообразия выбирается сасакиево многообразие с рас-
пределением нулевой кривизны.

Ключевые слова: квази-сасакиевы многообразия, внутренняя связность,
ассоциированная связность, тензор кривизны Схоутена, распределение нуле-
вой кривизны.
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Введение

Основы теории квази-сасакиевых многообразий заложены в работах Блэра [11].
Значительное внимание квази-сасакиевым многообразиям уделено в работах В.Ф. Ки-
риченко и его учеников [9]. Среди квази-сасакиевых структур (𝑀, ξ⃗, η,ϕ, 𝑔,𝐷), та-
ких что 𝑟𝑘𝑑η = 2𝑝, 2𝑝 < 2𝑚, 2𝑝 ̸= 0, наиболее близко примыкают к сасакиевым
структурам структуры (SQS-структуры), определяемые в настоящей статье. Интерес-
ным примером SQS-структур являются структуры (продолженные почти контактные
метрические структуры), естественным образом возникающие на распределениях нуле-
вой кривизны сасакиевых многообразий. Продолженные почти контактные метрические
структуры введены автором настоящей статьи в работах [5; 8]. Наиболее интересными
продолженными структурами являются структуры, задаваемые на распределениях ну-
левой кривизны, то есть на распределениях почти контактных метрических структур с
нулевым тензором кривизны Схоутена. Понятие тензора кривизны оснащенного неголо-
номного многообразия введено Схоутеном и ван Кампеном [13]. Впоследствии заданный
Схоутеном и ван Кампеном тензор был назван В.В. Вагнером [3] тензором Схоутена.
Существуют два основных способа введения тензора Схоутена в геометрию почти кон-
тактных метрических многообразий. Тензор Схоутена может быть определен как тензор
кривизны внутренней связности (связности в неголономном многообразии) [3; 4]. Аль-
тернативным способом задания тензора Схоутена является выделение трансверсальной
составляющей у тензора кривизны некоторой связности (отличной от связности Леви —
Чивита), возникающей на многообразии с почти контактной метрической структурой.
При этом термин «тензор Схоутена» не употребляется [12; 14].

Тензор Схоутена мы называем тензором кривизны распределения 𝐷 многообра-
зия 𝑀 с почти контактной метрической структурой (𝑀, ξ⃗, η,ϕ, 𝑔,𝐷). Существуют и
другие способы определения тензора кривизны распределения почти контактного метри-
ческого многообразия. В [10] под тензором кривизны распределения понимается тензор
кривизны некоторой связности в векторном расслоении (𝑀,π, 𝐷). В работе [3] Вагнер
вводит понятие тензора кривизны (тензора кривизны Вагнера) оснащенного неголоном-
ного многообразия коразмерности 1. В случае контактного метрического многообразия
тензор кривизны Вагнера также может быть описан как тензор кривизны связности
(отличной от связности, изучаемой в работе [10]) в векторном расслоении (𝑀,π, 𝐷).
Задание связности Вагнера сводится к продолжению внутренней связности до связно-
сти (𝑁 -продолженной связности) в векторном расслоении с помощью эндоморфизма
𝑁 : 𝐷 → 𝐷, имеющего специальное строение.

Предлагаемая работа устроена следующим образом. Во втором разделе на по-
чти контактном метрическом многообразии 𝑀 вводится понятие внутренней связно-
сти, определяется тензор кривизны Схоутена и изучаются его свойства. В третьем
разделе определяется SQS-структура, изучаются простейшие свойства многообразий
с SQS-структурой. На распределении 𝐷 многообразия 𝑀 с контактной метрической
структурой определяется продолженная почти контактная метрическая структура. До-
казывается, что продолженная структура является SQS-структурой, если исходное мно-
гообразие — сасакиево многообразие с распределением нулевой кривизны.

1. Тензор кривизны Схоутена и его свойства

Пусть 𝑀 — гладкое многообразие нечетной размерности 𝑛 = 2𝑚 + 1, Γ(𝑇𝑀) —
модуль гладких векторных полей на 𝑀. Все многообразия, тензорные поля и другие
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геометрические объекты предполагаются гладкими класса 𝐶∞. Предположим, что на
𝑀 задана почти контактная метрическая структура (𝑀, ξ⃗, η,ϕ, 𝑔,𝐷), где ϕ — тензор
типа (1,1), называемый структурным эндоморфизмом или допустимой почти комплекс-
ной структурой, ξ⃗ и η — вектор и ковектор, называемые, соответственно, структурным
вектором и контактной формой, 𝑔 — (псевдо) риманова метрика. При этом выполняются
следующие условия: 1) ϕ2 = −𝐼 + η⊗ ξ⃗; 2) η(ξ⃗) = 1; 3) 𝑔(ϕ�⃗�,ϕ�⃗�) = 𝑔(�⃗�, �⃗�)− η(�⃗�)η(�⃗�);
4) 𝑑η(ξ⃗, �⃗�) = 0, где �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝑇𝑀).

Гладкое распределение 𝐷 = ker η называется распределением почти контактной
структуры.

В качестве следствия условий 1)–4) получаем:
5) ϕ(ξ⃗) = 0⃗; 6) η ∘ ϕ = 0; 7) η(�⃗�) = 𝑔(�⃗�, ξ⃗), �⃗� ∈ Γ(𝑇𝑀).

Если 𝑟𝑘𝜔 = 2𝑚, где 𝜔 = 𝑑η, вектор ξ⃗ однозначно определяется из условий η(ξ⃗) = 1,

ker𝜔 = 𝑆𝑝𝑎𝑛(ξ⃗).
Кососимметрический тензор Ω(�⃗�, �⃗�) = 𝑔(�⃗�,ϕ�⃗�) называется фундаментальной фор-

мой структуры. Почти контактная метрическая структура называется контактной мет-
рической структурой, если выполняется равенство Ω = 𝑑η. Гладкое распределение
𝐷⊥ = 𝑆𝑝𝑎𝑛(ξ⃗), ортогональное распределению 𝐷, называется оснащением распределения
𝐷. Имеет место разложение 𝑇𝑀 = 𝐷 ⊕𝐷⊥.

Многообразие Сасаки — контактное метрическое пространство, удовлетворяющее
дополнительному условию 𝑁ϕ+2𝑑η⊗ξ⃗ = 0, где 𝑁ϕ(�⃗�, �⃗�) = [ϕ�⃗�,ϕ�⃗�]+ϕ2[�⃗�, �⃗�]−ϕ[ϕ�⃗�, �⃗�]−
−ϕ[�⃗�,ϕ�⃗�] — тензор Нейенхейса эндоморфизма ϕ. Выполнение условия 𝑁ϕ+2𝑑η⊗ ξ⃗ = 0
означает, что пространство Сасаки является нормальным пространством.

Карту 𝐾(𝑥α) (α,β,γ = 1, ..., 𝑛; 𝑎, 𝑏, 𝑐 = 1, ..., 𝑛 − 1) многообразия 𝑀 будем на-
зывать адаптированной к распределению 𝐷, если 𝜕𝑛 = ξ⃗ [6]. Пусть 𝑃 : 𝑇𝑀 → 𝐷 —
проектор, определяемый разложением 𝑇𝑀 = 𝐷⊕𝐷⊥, и 𝐾(𝑥α) — адаптированная карта.
Векторные поля 𝑃 (𝜕𝑎) = �⃗�𝑎 = 𝜕𝑎 − Γ𝑛

𝑎𝜕𝑛 линейно независимы и в области определения
соответствующей карты порождают распределение 𝐷: 𝐷 = 𝑆𝑝𝑎𝑛(�⃗�𝑎). Таким образом,
мы имеем на многообразии 𝑀 неголономное поле базисов (�⃗�α) = (�⃗�𝑎, 𝜕𝑛) и соответству-
ющее ему поле кобазисов (𝑑𝑥𝑎, η = Θ𝑛 = 𝑑𝑥𝑛 + Γ𝑛

𝑎𝑑𝑥
𝑎). Непосредственно проверяется,

что [�⃗�𝑎, �⃗�𝑏] = 2𝜔𝑏𝑎𝜕𝑛. Адаптированным будем называть также базис �⃗�𝑎 = 𝜕𝑎 − Γ𝑛
𝑎𝜕𝑛, как

базис, определяемый адаптированной картой. Имеет место равенство 𝜕𝑛Γ
𝑛
𝑎 = 0.

Пусть 𝐾(𝑥α) и 𝐾 ′(𝑥α
′
) — адаптированные карты, тогда получаем следующие фор-

мулы преобразования координат:

𝑥𝑎 = 𝑥𝑎(𝑥𝑎′), 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛′
+ 𝑥𝑛(𝑥𝑎′).

Тензорное поле 𝑡 типа (𝑝, 𝑞), заданное на почти контактном метрическом многооб-
разии, назовем допустимым (к распределению 𝐷), если 𝑡 обращается в нуль каждый
раз, когда среди его аргументов встречаются ξ⃗ или η. Координатное представление до-
пустимого тензорного поля в адаптированной карте имеет вид:

𝑡 = 𝑡
𝑎1...𝑎𝑝
𝑏1...𝑏𝑞

�⃗�𝑎1 ⊗ ...⊗ �⃗�𝑎𝑝 ⊗ 𝑑𝑥𝑏1 ⊗ ...⊗ 𝑑𝑥𝑏𝑞 .

Преобразование компонент допустимого тензорного поля в адаптированных коор-
динатах подчиняется следующему закону:

𝑡𝑎𝑏 = 𝐴𝑎
𝑎′𝐴

𝑏′

𝑏 𝑡
𝑎′

𝑏′ , где 𝐴𝑎′

𝑎 =
𝜕𝑥𝑎′

𝜕𝑥𝑎
.
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Из формул преобразования компонент допустимого тензорного поля следует, что
производные 𝜕𝑛𝑡

𝑎
𝑏 компонент допустимого тензорного поля являются компонентами до-

пустимого тензорного поля того же типа. Заметим, что обращение в нуль производных
𝜕𝑛𝑡

𝑎
𝑏 не зависит от выбора адаптированных координат.

Внутренней линейной связностью ∇ [4] на многообразии с почти контактной мет-
рической структурой называется отображение

∇ : Γ(𝐷)× Γ(𝐷) → Γ(𝐷),

удовлетворяющее следующим условиям:
1)∇𝑓1�⃗�+𝑓2�⃗� = 𝑓1∇�⃗� + 𝑓2∇�⃗�;
2)∇�⃗�𝑓�⃗� = (�⃗�𝑓)�⃗� + 𝑓∇�⃗��⃗�,
3)∇�⃗�(�⃗� + �⃗�) = ∇�⃗��⃗� +∇�⃗��⃗�, где Γ(𝐷) — модуль допустимых векторных полей (век-

торных полей, в каждой точке принадлежащих распределению 𝐷).
Внутренняя связность определяет дифференцирования допустимых тензорных по-

лей. Так, например, для допустимой почти комплексной структуры выполняется равен-
ство (∇�⃗�ϕ)�⃗� = ∇�⃗�(ϕ�⃗�)− ϕ(∇�⃗��⃗�), �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝐷).

Коэффициенты внутренней линейной связности определяются из соотношения

∇�⃗�𝑎 �⃗�𝑏 = Γ𝑐
𝑎𝑏�⃗�𝑐. Из равенства �⃗�𝑎 = 𝐴𝑎′

𝑎 �⃗�𝑎′ , где 𝐴𝑎′
𝑎 = 𝜕𝑥𝑎′

𝜕𝑥𝑎 , обычным образом следует
формула преобразования для коэффициентов внутренней связности:

Γ𝑐
𝑎𝑏 = 𝐴𝑎′

𝑎 𝐴
𝑏′

𝑏 𝐴
𝑐
𝑐′Γ

𝑐′

𝑎′𝑏′ + 𝐴𝑐
𝑐′ �⃗�𝑎𝐴

𝑐′

𝑏 .

Кручением внутренней связности назовем допустимое тензорное поле

𝑆(�⃗�, �⃗�) = ∇�⃗��⃗� −∇�⃗��⃗�− 𝑃 [�⃗�, �⃗�], �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝐷).

Внутреннюю связность будем называть симметричной, если ее кручение равно ну-
лю. В случае симметричности внутренней связности в адаптированных координатах
получаем:

𝑆𝑐
𝑎𝑏 = Γ𝑐

𝑎𝑏 − Γ𝑐
𝑏𝑎 = 0, или, Γ𝑐

𝑎𝑏 = Γ𝑐
𝑏𝑎.

Допустимое тензорное поле, определяемое равенством

𝑅(�⃗�, �⃗�)�⃗� = ∇�⃗�∇�⃗��⃗� −∇�⃗�∇�⃗��⃗� −∇𝑃 [�⃗�,�⃗�]�⃗� − 𝑃 [𝑄[�⃗�, �⃗�], �⃗�],

где 𝑄 = 𝐼 − 𝑃, названо Вагнером [3] тензором кривизны Схоутена. Тензор Схоутена
будем называть тензором кривизны внутренней связности. Координатное представление
тензора Схоутена в адаптированных координатах имеет вид: 𝑅𝑑

𝑎𝑏𝑐 = 2�⃗�[𝑎Γ
𝑑
𝑏]𝑐+2Γ𝑑

[𝑎||𝑒||Γ
𝑒
𝑏]𝑐.

Тензор кривизны внутренней связности возникает в результате альтернирования
вторых ковариантных производных: 2∇[𝑎∇𝑏]𝑣

𝑐 = 𝑅𝑐
𝑎𝑏𝑒𝑣

𝑒 + 4𝜔𝑏𝑎𝜕𝑛𝑣
𝑐.

Назовем тензор кривизны внутренней связности тензором кривизны распределения
𝐷, а распределение 𝐷, в случае обращения в нуль тензора Схоутена, — распределением
нулевой кривизны.

Аналогом связности Леви — Чивита является внутренняя симметричная связность
∇ такая, что ∇𝑔 = 0, где 𝑔 — допустимое тензорное поле, определяемое метриче-
ским тензором исходной почти контактной метрической структуры. Назовем связность
∇ внутренней метрической связностью. Известно [3], что внутренняя симметричная мет-
рическая связность существует и определена единственным образом. Ее коэффициенты
задаются равенствами

Γ𝑎
𝑏𝑐 =

1

2
𝑔𝑎𝑑(�⃗�𝑏𝑔𝑐𝑑 + �⃗�𝑐𝑔𝑏𝑑 − �⃗�𝑑𝑔𝑏𝑐). (1)
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Введем в рассмотрение допустимые тензорные поля, определяемые равенствами
ℎ�⃗� = 1

2
(𝐿ξ⃗ϕ)(�⃗�), 𝐶(�⃗�, �⃗�) = 1

2
(𝐿ξ⃗𝑔)(�⃗�, �⃗�), 𝑔(𝐶�⃗�, �⃗�) = 𝐶(�⃗�, �⃗�), �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝑇𝑀). В адаптиро-

ванных координатах получаем:

ℎ𝑎
𝑏 =

1

2
𝜕𝑛ϕ

𝑎
𝑏 , 𝐶𝑎𝑏 =

1

2
𝜕𝑛𝑔𝑎𝑏, 𝐶

𝑎
𝑏 = 𝑔𝑑𝑎𝐶𝑑𝑏.

Будем использовать следующие обозначения для связности и коэффициентов связ-
ности Леви — Чивита тензора 𝑔 : ̃︀∇, ̃︀Γαβγ. В результате непосредственных вычислений
убеждаемся в справедливости следующего предложения.
Предложение 1. Коэффициенты связности Леви — Чивита контактного метриче-
ского пространства в адаптированных координатах имеют вид: ̃︀Γ𝑐

𝑎𝑏 = Γ𝑐
𝑎𝑏, ̃︀Γ𝑛

𝑎𝑏 =

= 𝜔𝑏𝑎 − 𝐶𝑎𝑏, ̃︀Γ𝑏
𝑎𝑛 = ̃︀Γ𝑏

𝑛𝑎 = 𝐶𝑏
𝑎 − ϕ𝑏

𝑎, ̃︀Γ𝑛
𝑛𝑎 =

̃︀Γ𝑎
𝑛𝑛 = 0, где Γ𝑎

𝑏𝑐 =
1
2
𝑔𝑎𝑑(�⃗�𝑏𝑔𝑐𝑑 + �⃗�𝑐𝑔𝑏𝑑 − �⃗�𝑑𝑔𝑏𝑐).

Пусть 𝐾(�⃗�, �⃗�)�⃗� — тензор кривизны связности Леви — Чивита контактного метри-
ческого пространства. Используя результаты предложения 1 и проводя вычисления в
адаптированных координатах, убеждаемся в справедливости следующего предложения.
Предложение 2. Тензор кривизны 𝐾(�⃗�, �⃗�)�⃗� связности Леви — Чивита ∇̃ связан с
тензором кривизны Схоутена 𝑅(�⃗�, �⃗�)�⃗� следующим соотношением:

𝐾(�⃗�, �⃗�)�⃗� = 𝑅(�⃗�, �⃗�)�⃗� + η(�⃗�)𝑃 (�⃗�, �⃗�)− η(�⃗�)𝑃 (�⃗�, �⃗�) + 𝑔(�⃗�,ϕ�⃗�)ϕ�⃗�−

− 𝑔(�⃗�,ϕ�⃗�)ϕ�⃗�− 2𝑔(�⃗�,ϕ�⃗�)ϕ�⃗� + η(�⃗�)η(�⃗�)�⃗�− η(�⃗�)η(�⃗�)�⃗� + η(�⃗�)𝑔(�⃗�, �⃗�)ξ⃗− η(�⃗�)𝑔(�⃗�, �⃗�)ξ⃗. (2)

Здесь 𝑃 (�⃗�, �⃗�) — допустимое тензорное поле с компонентами 𝑃 𝑎
𝑏𝑐 = 𝜕𝑛Γ

𝑎
𝑏𝑐.

Прежде чем переходить к обсуждению свойств тензора Схоутена, введем поня-
тия 𝑁 -связности ∇𝑁 [1; 8] и ассоциированной связности ∇𝐴, естественным образом
связанных с данной внутренней связностью.

Пусть на многообразии 𝑀 с почти контактной структурой и внутренней линейной
связностью ∇ задан эндоморфизм 𝑁 : 𝐷 → 𝐷.

𝑁 -связность ∇𝑁 определим как единственную связность на многообразии 𝑀, удо-
влетворяющую следующим условиям:

∇𝑁
�⃗� �⃗� ∈ Γ(𝐷), (3)

∇𝑁
�⃗� ξ⃗ = 0⃗, (4)

∇𝑁
�⃗� �⃗� = [⃗ξ, �⃗�] +𝑁�⃗�, (5)

∇𝑁
�⃗� �⃗� = ∇�⃗��⃗�, (6)

�⃗� ∈ Γ(𝑇𝑀), �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝐷).
Корректность определения 𝑁 -связности связности подтверждается следующей тео-

ремой.
Теорема 1. На почти контактном метрическом многообразии 𝑀 с заданной на нем
внутренней связностью ∇ и эндоморфизмом 𝑁 : 𝐷 → 𝐷 существует и притом
единственная связность ∇𝑁

�⃗� , удовлетворяющая условиям (3)–(6).

10 С.В. Галаев. О распределениях со специальной квази-сасакиевой структурой
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Доказательство. 1. Единственность. Предположим, что связность ∇𝑁
�⃗� , удовлетворя-

ющая условиям (3)–(6), существует. Введем следующее обозначение для ее коэффи-
циентов: Γ𝑁α

βγ . Из выполнения условий (3)–(6) следует, что в адаптированных коорди-
натах отличными от нуля коэффициентами Γ𝐴α

βγ являются коэффициенты Γ𝑁𝑎
𝑏𝑐 = Γ𝑐

𝑎𝑏 и
Γ𝑁𝑎
𝑏𝑐 = 𝑁𝑎

𝑐 .
2. Существование. Определяя в адаптированных координатах отличные от нуля

коэффициенты Γ𝑁α
βγ с помощью равенств Γ𝐴𝑎

𝑏𝑐 = Γ𝑐
𝑎𝑏, Γ𝑁𝑎

𝑏𝑐 = 𝑁𝑎
𝑐 , получаем искомую

связность. Теорема доказана.

Кручение 𝑆(�⃗�, �⃗�) и кривизна 𝐾(�⃗�, �⃗�)�⃗� 𝑁 -связности определяются соответственно
следующим образом:

𝑆(�⃗�, �⃗�) = 2𝜔(�⃗�, �⃗�)ξ⃗+ η(�⃗�)𝑁�⃗� − η(�⃗�)𝑁�⃗�,

𝐾(�⃗�, �⃗�)�⃗� = 2𝜔(�⃗�, �⃗�)𝑁�⃗�+𝑅(�⃗�, �⃗�)�⃗�+η(�⃗�)(𝑃 (�⃗�, �⃗�)− (∇𝑁
𝑃�⃗�𝑁)�⃗�)−η(�⃗�)(𝑃 (�⃗�, �⃗�)− (∇𝑁

𝑃�⃗�𝑁)�⃗�),

�⃗�, �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝑇𝑀).
𝑁 -связность с нулевым эндоморфизмом 𝑁 будем называть ассоциированной связ-

ностью с внутренней связностью ∇ и обозначать ∇𝐴. Для кривизны и кручения ассо-
циированной связности имеем следующие равенства:

𝑆(�⃗�, �⃗�) = 2𝜔(�⃗�, �⃗�)ξ⃗, (7)

𝐾(�⃗�, �⃗�)�⃗� = 𝑅(�⃗�, �⃗�)�⃗� + η(�⃗�)𝑃 (�⃗�, �⃗�)− η(�⃗�)𝑃 (�⃗�, �⃗�), �⃗�, �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝑇𝑀). (8)

Таким образом, из равенства (8) следует, что

𝐾(�⃗�, �⃗�)�⃗� = 𝑅(�⃗�, �⃗�)�⃗�, если �⃗�, �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝐷). (9)

Пусть 𝑅(�⃗�, �⃗�)�⃗�, �⃗�, �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝐷) — тензор кривизны распределения почти контакт-
ной метрической структуры. Допустимое тензорное поле 𝑅(�⃗�, �⃗�, �⃗�, �⃗�) = 𝑔(𝑅(�⃗�, �⃗�), �⃗�, �⃗�),
�⃗�, �⃗�, �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝐷), также будем называть тензором кривизны распределения почти кон-
тактной метрической структуры. Тензор кривизны Схоутена 𝐾-контактных пространств
наделен теми же формальными свойствами, что и тензор кривизны риманова многооб-
разия. В более общем случае препятствием к этому выступает наличие производных
𝜕𝑛𝑔𝑏𝑐 в равенстве ∇[𝑒∇𝑎]𝑔𝑏𝑐 = 2𝜔𝑒𝑎𝜕𝑛𝑔𝑏𝑐 − 𝑔𝑑𝑐𝑅

𝑑
𝑒𝑎𝑏 − 𝑔𝑏𝑑𝑅

𝑑
𝑒𝑎𝑐. Тем не менее имеет место

следующая теорема.
Теорема 2. Тензор 𝑅(�⃗�, �⃗�, �⃗�, �⃗�) кривизны распределения почти контактной метри-
ческой структуры удовлетворяет следующим условиям:

𝑅(�⃗�, �⃗�, �⃗�, �⃗�) +𝑅(�⃗�, �⃗�, �⃗�, �⃗�) = 0, (10)∑︁
(�⃗�,�⃗�,�⃗�)

{𝑅(�⃗�, �⃗�, �⃗�, �⃗�)} = 0, (11)

где �⃗�, �⃗�, �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝐷).

Доказательство. Справедливость равенства (10) подтверждается известным свойством
тензора кривизны произвольной связности и равенством (9).

Для доказательства (11) воспользуемся тождеством Бьянки, координатная запись
которого имеет вид:

𝐾𝑖
[𝑘𝑗𝑙] = 2∇[𝑘𝑆

𝑖
𝑗𝑙] − 4𝑆ℎ

[𝑘𝑗𝑆
𝑖
𝑙]ℎ. (12)
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Из (7) следует, что отличными от нуля компонентами тензора кручения ассоции-
рованной связности являются

𝑆𝑛
𝑎𝑏 = 2𝜔𝑎𝑏. (13)

Подставляя (13) в (12), получаем

𝐾𝑛
[𝑐𝑎𝑏] = 4∇[𝑐𝜔𝑎𝑏].

В адаптированных координатах компоненты 𝑑𝜔 имеют вид:

𝑑𝜔𝑎𝑏𝑐 =
1

3
(�⃗�𝑎𝜔𝑏𝑐 + �⃗�𝑏𝜔𝑐𝑎 + �⃗�𝑐𝜔𝑎𝑏) , 𝑑𝜔𝑛𝑎𝑏 =

1

3
𝜕𝑛𝜔𝑎𝑏.

Таким образом, учитывая симметричность внутренней связности, убеждаемся в
том, что равенство 𝑑𝜔αβγ = 0 влечет равенство ∇[𝑐𝜔𝑎𝑏] = 0. Тем самым теорема доказана.

Теорема 3. Контактное метрическое многообразие размерности с распределением
нулевой кривизны является K-контактным пространством.

Доказательство. Пусть ∇ — внутренняя метрическая связность: �⃗�𝑔(�⃗�, �⃗�) = 𝑔(∇�⃗��⃗�, �⃗�)+
+𝑔(�⃗�,∇�⃗��⃗�) = 0, �⃗�, �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝐷). Дифференцируя последнее равенство повторно и альтер-
нируя полученный результат, имеем: 2𝜔𝑒𝑎𝜕𝑛𝑔𝑏𝑐 − 𝑔𝑑𝑐𝑅

𝑑
𝑒𝑎𝑏 − 𝑔𝑏𝑑𝑅

𝑑
𝑒𝑎𝑐 = 0. Учитывая невы-

рожденность формы 𝜔, заключаем, что равенство 𝑅𝑑
𝑒𝑎𝑐 = 0 влечет равенство 𝜕𝑛𝑔𝑏𝑐 = 0.

Что и доказывает теорему.

В качестве следствия теоремы 3 с учетом равенства (1) получаем:
Предложение 3. Пусть 𝑀 — многообразие, наделенное контактной метрической
структурой, тогда обращение в нуль тензора кривизны Схоутена влечет равенство
𝑃 𝑎
𝑏𝑐 = 0.

Теорема 4. Пусть (𝑀, ξ⃗, η,ϕ) — почти контактная метрическая структура, задан-
ная на многообразии 𝑀. Тогда обращение в нуль тензора Схоутена эквивалентно
существованию такого атласа, состоящего из адаптированных карт, для которого
выполняются равенства Γ𝑎

𝑏𝑐 = 0.

Доказательство. Достаточность утверждения непосредственно подтверждается коор-
динатным представлением тензора Схоутена в адаптированных координатах. Докажем
необходимость. Обращение в нуль тензора Схоутена влечет независимость коэффици-
ентов связности Γ𝑎

𝑏𝑐 от последней координаты: 𝜕𝑛Γ𝑎
𝑏𝑐 = 𝑃 𝑎

𝑏𝑐 = 0. Покажем, что на мно-
гообразии 𝑀 можно построить атлас адаптированных карт, в которых коэффициенты
связности равны нулю. Составим систему уравнений в полных дифференциалах.

𝜕𝑛𝑓
𝑏′ = 𝐴𝑏′

𝑎 , 𝜕𝑛𝐴
𝑐′

𝑏 = Γ𝑐
𝑎𝑏𝐴

𝑐′

𝑐 . (14)

Условия интегрируемости полученной системы сводятся к следующим соотношениям:

𝑆𝑐
𝑎𝑏𝐴

𝑐′

𝑐 = 0, 𝑅𝑑
𝑎𝑏𝑐𝐴

𝑑′

𝑑 = 0,

которые выполняются тождественно. Следовательно, система (14) вполне интегрируема
и имеет решение с произвольными начальными условиями, что и завершает доказатель-
ство теоремы.

12 С.В. Галаев. О распределениях со специальной квази-сасакиевой структурой



МАТЕМАТИКА

2. SQS-структура

На многообразии 𝑀 с заданной на нем почти контактной метрической структурой
(𝑀, ξ⃗, η,ϕ, 𝑔,𝐷), в случае выполнения условия 𝑟𝑘 𝑑η = 2𝑝, 2𝑝 < 2𝑚, 2𝑝 ̸= 0, может
быть определено интегрируемое распределение 𝐾, равное ядру формы 𝜔 = 𝑑η. В этом
случае, помимо разложения 𝑇𝑀 = 𝐷 ⊕𝐷⊥, на многообразии 𝑀 возникает разложение
𝑇𝑀 = 𝐿 ⊕ 𝐿⊥ ⊕ 𝐷⊥, где 𝐿⊥ = 𝐾 ∩ 𝐷, а 𝐿 — ортогональное ему распределение в 𝐷.
Тем самым, наряду с проекторами 𝑃 : 𝑇𝑀 → 𝐷, 𝑄 : 𝑇𝑀 → 𝐷⊥, на многообразии 𝑀
естественным образом вводятся проекторы ℎ : 𝑇𝑀 → 𝐿, 𝑣 : 𝑇𝑀 → 𝐿⊥.

Имеет место следующая лемма.
Лемма 1. Распределение 𝐿⊥ интегрируемо.

Доказательство. Пусть �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝐿⊥). Покажем, что [�⃗�, �⃗�] ∈ Γ(𝐿⊥). Имеем 2𝑑η(�⃗�, �⃗�) =
= −η([�⃗�, �⃗�]) = 0. Отсюда следует [�⃗�, �⃗�] ∈ Γ(𝐷). Далее, для произвольного �⃗� ∈ Γ(𝑇𝑀)
получаем: 0 = 3𝑑𝜔(�⃗�, �⃗�, �⃗�) = −𝜔([�⃗�, �⃗�], �⃗�), что и доказывает лемму.

Почти контактную метрическую структуру назовем структурой первого рода, если
распределение 𝐿 инвариантно относительно действия эндоморфизма ϕ.

Квази-сасакиеву структуру назовем специальной квази-сасакиевой структурой
(SQS-структурой), если выполняются следующие условия:

1) распределение 𝐿 инвариантно относительно действия эндоморфизма ϕ;
2) имеет место равенство

𝑑η(�⃗�, �⃗�) = Ω(�⃗�, �⃗�), �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝐿).

Введем на распределении 𝐷 почти контактного метрического многообразия струк-
туру гладкого многообразия следующим образом. Поставим в соответствие каждой адап-
тированной карте 𝐾(𝑥α) многообразия 𝑀 сверхкарту �̃�(𝑥α, 𝑥𝑛+𝑎) на распределении 𝐷,
полагая, что �̃�(�⃗�) = (𝑥α, 𝑥𝑛+𝑎), где 𝑥𝑛+𝑎 — координаты допустимого вектора �⃗� в бази-
се �⃗�𝑎 = 𝜕𝑎 − Γ𝑛

𝑎𝜕𝑛 : �⃗� = 𝑥𝑛+𝑎�⃗�𝑎. Задание внутренней связности ∇ влечет разложение
распределения ̃︀𝐷 = π−1

* (𝐷), где π : 𝐷 → 𝑀 — естественная проекция, в прямую
сумму вида ̃︀𝐷 = 𝐻𝐷 ⊕ 𝑉 𝐷, где 𝑉 𝐷 — вертикальное распределение на тотальном про-
странстве 𝐷, 𝐻𝐷 — горизонтальное распределение, порождаемое векторными полями
ε⃗𝑎 = 𝜕𝑎 −Γ𝑛

𝑎𝜕𝑛 −𝐺𝑏
𝑎𝜕𝑛+𝑏, где 𝐺𝑎

𝑏 (𝑥
𝑎, 𝑥𝑛+𝑎) = Γ𝑎

𝑏𝑐(𝑥
𝑎)𝑥𝑛+𝑐, Γ𝑎

𝑏𝑐 — коэффициенты внутрен-
ней связности.

Пусть, далее, 𝑁 : 𝐷 → 𝐷 — поле допустимого тензора типа (1,1). 𝑁 -продолженной
связностью [1; 5; 7; 8] назовем связность в векторном расслоении (𝐷,π,𝑀), определяе-
мую разложением 𝑇𝐷 = ̃︂𝐻𝐷 ⊕ 𝑉 𝐷, где ̃︂𝐻𝐷 = 𝐻𝐷 ⊕ 𝑠𝑝𝑎𝑛(�⃗�), �⃗��⃗� = ε⃗− (𝑁�⃗�)𝑣, ε⃗ = 𝜕𝑛
�⃗� ∈ 𝐷, (𝑁�⃗�)𝑣 — вертикальный лифт. Относительно базиса (⃗ε𝑎, 𝜕𝑛, 𝜕𝑛+𝑎) поле �⃗� полу-
чает следующее координатное представление: �⃗� = 𝜕𝑛 −𝑁𝑎

𝑏 𝑥
𝑛+𝑏𝜕𝑛+𝑎. Если не оговорено

противное, будем считать, что 𝑁 = 0. В этом случае ̃︂𝐻𝐷 = 𝐻𝐷 ⊕ 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝜕𝑛).
Формы (𝑑𝑥𝑎,Θ𝑛 = 𝑑𝑥𝑎+Γ𝑛

𝑎𝑑𝑥
𝑎,Θ𝑛+𝑎 = 𝑑𝑥𝑛+𝑎+Γ𝑎

𝑏𝑐𝑥
𝑛+𝑐𝑑𝑥𝑏) определяют поле коба-

зисов, сопряженное к полю базисов (⃗ε𝑎 = 𝜕𝑎 − Γ𝑛
𝑎𝜕𝑛 − Γ𝑏

𝑎𝑐𝑥
𝑛+𝑐𝜕𝑛+𝑏, 𝜕𝑛, 𝜕𝑛+𝑎).

Проводя необходимые вычисления, получаем следующие структурные уравнения:

[⃗ε𝑎, ε⃗𝑏] = 2𝜔𝑏𝑎𝜕𝑛 + 𝑥𝑛+𝑑𝑅𝑐
𝑏𝑎𝑑𝜕𝑛+𝑐,

[⃗ε𝑎, 𝜕𝑛] = 𝑥𝑛+𝑑𝜕𝑛Γ
𝑐
𝑎𝑑𝜕𝑛+𝑐,
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[⃗ε𝑎, 𝜕𝑛+𝑏] = Γ𝑐
𝑎𝑏𝜕𝑛+𝑐.

Всякому векторному полю �⃗� ∈ Γ(𝑇𝑀), заданному на многообразии 𝑀, обычным
образом соответствует его горизонтальный лифт �⃗�ℎ, при этом �⃗�ℎ ∈ Γ(𝐻𝐷) тогда и
только тогда, когда �⃗� — допустимое векторное поле: �⃗� ∈ Γ(𝐷).

Справедливость следующего предложения вытекает из полученных выше структур-
ных уравнений.
Предложение 4. Пусть ∇ — внутренняя симметричная связность с тензором кри-
визны Схоутена 𝑅(�⃗�, �⃗�)�⃗�. Тогда для всех �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝐷) и 𝑝 ∈ 𝐷 имеют место следую-
щие равенства:

[�⃗�ℎ, �⃗�ℎ] = [�⃗�, �⃗�]ℎ − {𝑅(�⃗�, �⃗�)𝑝}𝑣 , (15)

[�⃗�ℎ, ξ⃗ℎ] = [�⃗�, ξ⃗]ℎ + {𝑃 (�⃗�, 𝑝)}𝑣 , (16)

[�⃗�ℎ, �⃗�𝑣] = (∇�⃗��⃗�)
𝑣, (17)

[�⃗�𝑣, ξ⃗ℎ] = [�⃗�, ξ⃗]𝑣. (18)

Определим на распределении 𝐷 многообразия Сасаки 𝑀 продолженную почти кон-
тактную метрическую структуру (𝐷, 𝐽, �⃗�, λ = η ∘ π*, 𝑔, �̃�), полагая

𝑔(�⃗�ℎ, �⃗�ℎ) = 𝑔(�⃗�𝑣, �⃗�𝑣) = 𝑔(�⃗�, �⃗�),

𝑔(�⃗�ℎ, �⃗�𝑣) = 𝑔(�⃗�𝑣, �⃗�ℎ) = 𝑔(�⃗�ℎ, �⃗�) = 𝑔(�⃗�𝑣, �⃗�) = 0,

𝐽�⃗�ℎ = (ϕ�⃗�)ℎ, 𝐽�⃗�𝑣 = (ϕ�⃗�)𝑣, 𝐽(�⃗�) = 0⃗, �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝐷), �⃗� = 𝜕𝑛 = ξ⃗ℎ.

Легко проверить, что построенная выше почти структура является почти контакт-
ной метрической структурой первого рода. Разные аспекты геометрии продолженных
почти контактных метрических структур освещались в работах [1; 2; 4–8].
Теорема 5. Почти контактная метрическая структура (𝐷, 𝐽, �⃗�, λ = η ∘ π*, 𝑔, �̃�),
определяемая на распределении нулевой кривизны сасакиева многообразия, является
SQS-структурой.

Доказательство. Используя (15)–(18), нетрудно убедиться, что 𝑑λ(�⃗�ℎ, �⃗�ℎ) = 𝑑η(�⃗�, �⃗�),

𝑑λ(�⃗�𝑣, �⃗�ℎ) = 0, 𝑑λ(�⃗�𝑣, �⃗�𝑣) = 0, 𝑑λ = (�⃗�, ξ⃗ℎ), �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝐷), �⃗� ∈ Γ(𝑇𝐷).
Найдем условия, при которых

�̃�𝐽 = 𝑁𝐽 + 2𝑑λ⊗ �⃗� = 0.

Воспользовавшись структурными уравнениями, для �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝐷) получаем:

�̃�𝐽(�⃗�
ℎ, �⃗�ℎ) =

{︁
�̃�ϕ(�⃗�, �⃗�)

}︁ℎ

+ {𝑅(�⃗�, �⃗�)𝑝−𝑅(ϕ�⃗�,ϕ�⃗�)𝑝+ ϕ𝑅(ϕ�⃗�, �⃗�)𝑝+ ϕ𝑅(�⃗�,ϕ�⃗�)𝑝}𝑣 ,

�̃�𝐽(�⃗�
ℎ, ξ⃗ℎ) = {−𝑃 (�⃗�, 𝑝)− ϕ𝑃 (ϕ�⃗�, 𝑝)}𝑣 ,
�̃�𝐽(�⃗�

ℎ, �⃗�𝑣) = �̃�𝐽(�⃗�
𝑣, ξ⃗ℎ) = 0.

Учитывая, что обращение в нуль тензора Схоутена влечет равенство 𝑃 (�⃗�, �⃗�) = 0
(Предложение 6), убеждаемся в том, что продолженная структура является нормальной
почти контактной метрической структурой.

Непосредственно проверяется замкнутость фундаментальной формы продолженной
структуры. Тем самым теорема доказана.
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ON DISTRIBUTIONS WITH SPECIAL QUASI-SASAKIAN STRUCTURE
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Abstract. In the paper, the notion of an almost contact metric structure
(𝑀, ξ⃗, η,ϕ, 𝑔,𝐷) of the first order is introduced. On an almost contact metric
manifold 𝑀 satisfying the condition 𝑟𝑘𝑑η = 2𝑝, 2𝑝 < 2𝑚, 2𝑝 ̸= 0, is defined
the integrable distribution 𝐾 that is equal to the kernel of the form 𝜔 = 𝑑η. In
this case, on the manifold 𝑀 appears the decomposition 𝑇𝑀 = 𝐿 ⊕ 𝐿⊥ ⊕ 𝐷⊥,
where 𝐿⊥ = 𝐾 ∩ 𝐷, and 𝐿 is its orthogonal distribution in 𝐷. An almost
contac metric structure is called in the paper the structure of the first order, if
the distribution 𝐿 is invariant under the action of the endomorphism ϕ. If an
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almost contact metric structure of the first order is a quasi-Sasakian structure
and it holds 𝑑η(�⃗�, �⃗�) = Ω(�⃗�, �⃗�), �⃗�, �⃗� ∈ Γ(𝐿), where Ω(�⃗�, �⃗�) is the fundamental
form of the structure, then such a structure is called a special quasi-Sasakian
structure (SQS-structure), and the manifold 𝑀 is called a SQS-manifold. On
the manifold 𝑀, an interior connection ∇ and the corresponding associated
connection ∇𝐴 are defined. The curvature tensor of the interior connection is
called the Schouten tensor. The properties of the Schouten tensor are studied.
In particular, it is shown that the Schouten tensor is zero if and only if there
exists an atlas consisting of adapted charts with respect to that the Christoffel
components of the interior connection are zero. The distribution of an almost
contact metric structure with zero Schouten tensor is called in the paper the
distribution of zero curvature. On the distribution 𝐷 of a manifold 𝑀 with a
contact metric structure (𝑀, ξ⃗, η,ϕ, 𝑔,𝐷), an almost contact metric structure
(𝐷, 𝐽, �⃗�, λ = η ∘ π*, 𝑔, �̃�), is defined, which is a structure of the first order, and
it is called an extended almost contact metric structure. It is shown that an
extended structure is a SQS-structure, if the initial manifold 𝑀 is a Sasakian
manifold with a distribution of zero curvature.

Key words: quasi-Sasakian manifolds, interior connection, associated con-
nection, Schouten curvature tensor, distribution of zero curvature.
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