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Аннотация. При решении прикладных задач методами нечеткой математики
часто возникает необходимость проводить операции над нечеткими числами. Вычис-
ление таких выражений требует довольно сложных манипуляций и существенных уси-
лий. Например, использование L-R нечетких чисел позволяет получить формулы для
вычисления сложения и вычитания нечетких чисел, но умножение и деление удается
вычислять лишь приближенно. Для реализации арифметики трапециевидных чисел ис-
пользуются t-нормы и интервальная математика. Представлены нечеткие числа с уни-
модальной функцией принадлежности, нашедшие применение при нечетком анализе
таких предметных областей, как экология, химическая технология. Знание о поведе-
нии таких числовых рядов позволит более эффективно анализировать подобные мате-
матические модели. Поскольку операция сложения ассоциативна, то это позволяет эф-
фективно анализировать числовые ряды. Рассмотрена задача о сходимости ряда не-
четких чисел с унимодальной функцией принадлежности. Получены формулы для вы-
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числения арифметических операций с последовательностями нечетких чисел. Обоб-
щена формула сложения для последовательности нечетких чисел. Исследована сходи-
мость рядов нечетких чисел. При этом получены условия, при которых ряд расходит-
ся. Установлено, что вычисления с большим числом нечетких данных может приво-
дить к неопределенности результата. Это обусловлено тем, что сумма ряда имеет
функцию принадлежности, тождественно равную единице. Это означает полную нео-
пределенность результата и позволяет сделать заключение о расходимости ряда. По-
лученные результаты для вычисления арифметических операций позволяют применять
нечеткий анализ для исследования сложных систем, например, в экологии или в хими-
ческой технологии. Предлагаемый подход носит достаточно общий характер и может
применяться для довольно широкого класса исследований с применением методов не-
четкого анализа. В этом случае имеет смысл ограничить длину последовательности
нечетких чисел исходя из компромисса точности вычислений и степени неопределен-
ности результата.

Ключевые слова: нечеткие числа, арифметические операции, ассоциативность,
ряд нечетких чисел, сходимость ряда.

Введение

При решении прикладных задач методами нечеткой математики часто возникает необходи-
мость проводить операции над нечеткими числами. Вычисление таких выражений требует до-
вольно сложных манипуляций и существенных усилий. Для решения подобных задач обычно пользу-
ются тем, что вид функции принадлежности, как правило, заранее неизвестен и, следовательно,
выбор какой-либо функции не лучше и не хуже, чем выбор другой.

В таком случае разумно выбрать такую функцию, для которой вычисления операций над
нечеткими числами подчиняются определенным законам. Например, использование L-R нечет-
ких чисел позволяет получить формулы для вычисления сложения и вычитания нечетких чисел,
но умножение и деление удается вычислять лишь приближенно [5; 6]. Предлагаемые методы
вычисления арифметических операций базируются на комбинации принципа обобщения Заде и
интервальной математики.

В работе [9] для реализации арифметики трапециевидных чисел использовались t-нормы и
интервальная математика.

Наши исследования также базируются на принципе обобщения Заде. Но при вычислении
произведения и частного мы отошли от этого принципа, благодаря чему удалось обеспечить
ассоциативность и дистрибутивность [2].

Ассоциативность позволяет корректно вычислять ряды чисел, поскольку порядок сложения
не влияет на результат. Задача вычисления ряда чисел имеет также и прикладное значение.
В качестве примера можно привести экологическую проблему [3] или анализ технических сис-
тем [4], при решении которых возникают ряды нечетких чисел, и знание о поведении таких число-
вых рядов позволит более эффективно анализировать подобные математические модели.

В данной работе исследуется сходимость ряда нечетких чисел.

1. Предварительные сведения

Далее рассматривается класс функций принадлежности, который позволяет производить
операции над нечеткими числами на регулярной основе [8].

Определение 1.
Пусть f:   [0; 1], f  U( ),
 q  : 1)( max)( 


xfqf

x R
,

δ > 0, h > 0: f(x)  h  q –   x  q + ,
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f(x) = g((x)), где (x) = b2(x – q)2 + c, b2 > 0,
тогда класс таких функций f(x) обозначим через ( ). Здесь через U( ) обозначается класс
строго унимодальных функций в смысле, изложенном в [1]. В работе [8] было показано, что
параметр c является инвариантом относительно b2 и q, то есть если заданы числа

))(()( 1
2

1
2

11 cqxb = gxu  , ))(()( 2
2

2
2
22 cqxb = gxu   ( ),

то c1 = c2. Поскольку в дальнейшем будет использоваться одна и та же функция g(x), то везде
будем писать просто c.

Будем рассматривать нечеткие числа с функцией принадлежности из ( ). Для таких чи-
сел в работе [2] была введена операция сложения:
для операции u = u1 + u2 выполнено

q = q1 + q2,  221

2
2

2
12

bb

bbb


 ,

где u, u1, u2 ( ).

2. Сумма ряда нечетких чисел

Пусть задан ряд нечетких чисел u1, u2, …, un, … ( ), причем ))(()( 22 cqxb = gxu iii  ,

i = 1, 2, … Будем исследовать сумму 





1i

iuv  на сходимость.

Для этого необходимо рассмотреть сходимость последовательности частичных сумм





n

i
in uv

1
, n = 1, 2, …

Поскольку сложение ассоциативно,  то вопрос сходимости последовательности
))(()( 22 cqxb = gxv vnvnn   сводится к сходимости последовательностей qn и 2

nb .





n

i
ivn qq

1
 представляет собой последовательность частичных сумм ряда 



1i
iq  веществен-

ных чисел, поэтому здесь можно применить общеизвестные методы математического анализа и
далее рассматриваться не будет.

Со вторым параметром немного сложнее. Выше получена формула для вычисления пара-

метра b2 суммы двух нечетких чисел. Получим аналогичную формулу для суммы 


n

i
iu

1
, а именно
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Докажем (1) по математической индукции.
Выше было показано, что (1) верно для n = 2. Пусть (1) верно для n – 1. Покажем, что (1)

верно и для n. Имеем для 
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. Поскольку у uvn = uvn–1 + un. Тогда
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Таким образом, формула (1) верна.
Теперь вычислим 2lim vnn

b


, для чего преобразуем элемент последовательности 2
vnb .
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Полагая, что 
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, перейдем в равенстве
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Получили, что последовательность частичных сумм ))(()( 22 cqxb = gxv vnvnn   при n 
стремится к g(0 · (x – vnn

q


lim )2 + c) = g(c) = 1. Таким образом, в случае сходимости последова-
тельности частичных сумм qvn, 1)(lim 


xvnn

. Это означает полную неопределенность, а значит

расходимость ряда 





1i

iuv . Если же 
 vnn

qlim , тоо
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v(x) = g(0 · (x – vnn
q


lim )2 + c) = g(0 · (+) + c).

Неопределенность 0 · (+) может быть равна либо неотрицательной константе, либо +. В лю-
бом случае, поскольку значения функции ограничены отрезком [0; 1] (так как g(b2(x – q)2 + c) ( )),
имеем

v(x) = g(0 · (+) + c) = d  [0; 1].

Значит и в случае 
 vnn

qlim  имеем полную неопределенность. Тем самым доказана сле-
дующая теорема.

Теорема 1. Пусть задана последовательность нечетких чисел ))(()( 22 cqxb = gxu iii   

( ) таких, что 












1

1
i ib

, тогда ряд 


1i
iu  расходится.ся.

Заключение

Полученные результаты для вычисления арифметических операций позволяют применять
нечеткий анализ для исследования сложных систем, например, в экологии [3] или в химической
технологии [4; 7]. Хотя полученные результаты применимы только для функций принадлежности
из класса ( ), но выбор функции принадлежности не носит определяющего значения, что было
показано в работе [8]. Поэтому предлагаемый подход носит достаточно общий характер и мо-
жет применяться для довольно широкого класса исследований с применением методов нечетко-
го анализа.

Но надо иметь в виду, что вычисления с большим числом нечетких данных (как было пока-
зано в теореме 1) может вести к неопределенности результата. В этом случае имеет смысл
ограничить длину последовательности нечетких чисел исходя из компромисса точности вычис-
лений и степени неопределенности результата.
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Abstract. Solving the applied problems by the methods of fuzzy mathematics frequently
generates the need to conduct operations on fuzzy numbers. The calculation of such expressions
requires quite complex manipulations and a serious effort. For example, addition and subtraction
formulae can be obtained by L-R fuzzy numbers, but this approach enables to calculate
multiplication and division only approximately. t-norms and interval mathematics are used to
implement the arithmetics of trapezoidal numbers. We present fuzzy numbers with unimodal
membership functions that can be used for fuzzy analysis in such subject fields as ecology and
chemical technology. Some knowledge of behavior of these series enable us to analyze such
mathematical models more effectively. The associativity of addition enables to analyze number
series effectively. The problem of convergence of series of fuzzy numbers with unimodal
membership function is considered. The formulae for calculating arithmetic operations on
sequences of fuzzy numbers are obtained. We generalize the addition formula for sequences
of fuzzy numbers. We investigate convergence of series of fuzzy numbers. The conditions for
divergence of a series are given. It is shown that calculations with large amount of data may
cause an indefinite result. The reason of this lies in the fact that a membership function of a
sum of the series is identically equal to unit. This means the complete indefiniteness of the
result and enables to make a conclusion about divergence of the series. The obtained results
for evaluation of the arithmetic operations enable to use fuzzy analysis for investigation of
complex systems in, for instance, ecology and chemical technology. The proposed approach is
quite general and can be used for rather large class of studies using the methods of fuzzy
analysis. In this case it makes sense to limit the length of sequences of fuzzy numbers on the
compromise of calculation accuracy and indefiniteness of the result.

Key words: fuzzy numbers, arithmetical operations, associativity, series of fuzzy numbers,
convergence of a series.


