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Аннотация. Рассматриваются вопросы обобщенной разрешимости смешанной
задачи для линейного интегро-дифференциального уравнения с псевдопараболическим
оператором произвольной натуральной степени и вырожденным ядром. Применяется
метод вырожденного ядра, разработанный для интегрального уравнения Фредгольма
второго рода. Получена система из счетных систем алгебраических уравнений. Вычис-
лены нули главной матрицы этой счетной системы. Определены регулярные значения
спектрального параметра вырожденного ядра при интегральном члене рассматриваемо-
го уравнения. Сведена поставленная задача к счетной системе линейных интегральных
уравнений, разрешимость которой доказана методом сжимающих отображений.

Ключевые слова: смешанная задача, линейное интегро-дифференциальное урав-
нение, вырожденное ядро, спектральный параметр, слабо обобщенное решение.

1. Постановка задачи

Смешанные задачи встречаются в теории упругости, фильтрации, взрыва и в решении ряда
задач гидроупругости [2]. Представляют большой интерес с точки зрения физических приложений
дифференциальные уравнения в частных производных высоких порядков [1]. В работах [4–7] рас-
сматривались дифференциальные уравнения эллиптического типа высокого порядка. Применение
Метода Фурье разделения переменных для исследования классических решений смешанной зада-
чи для линейных уравнений в частных производных обосновано в [9]. Обобщенная разрешимость
смешанных задач для линейных параболических и гиперболических уравнений изучена в [3].

В прямоугольной области D рассматривается уравнение
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 Здесь предполагается, что

функции ai(t) и bi(s) являются линейно независимыми.
Отметим, что в работах [11; 12] рассмотрены смешанные задачи для полулинейного диф-

ференциального и интегро-дифференциального уравнений параболического и псевдопараболичес-
кого типов высокого порядка. В этих работах не участвует спектральный параметр. Поэтому в
силу общих предположений всегда обеспечивается единственность решения смешанной задачи
в рассматриваемой области.

В настоящей работе рассматриваются вопросы слабо обобщенной разрешимости смешанной
задачи для линейного интегро-дифференциального уравнения (1) со спектральным параметром 
при вырожденном ядре K(t, s). Для тех значений этого спектрального параметра, которые являются
характеристическими числами ядра K(t, s), единственность рассматриваемой смешанной задачи
нарушается. Таких характеристических чисел спектрального параметра счетное число.

Кроме того, в отличие от [10] в правой части уравнения (1) находится неизвестная функция
U(t, x), зависящая от аргумента t. Эта ситуация усложнит применение не только метода вырож-
денного ядра при преобразовании уравнения (1), но и метода сжимающих отображений при дока-
зательстве однозначной разрешимости поставленной задачи.

Воспользуемся методом Фурье разделения переменных, основанным на поиске решения
смешанной задачи (1)–(3) в виде







1
,)()(),(

i
ii xtuxtU (4)

где функции x
l

x ii  sin2)(  определены как собственные функции спектральной задачи

 0,0)()0(,0)()( 2 lxx  и образуют полную систему ортонормированных фун-

кций  



1

)(
ii x  в  ,2 lDL  а 




l
i

i  соответствующие собственные значения.
Воспользуемся следующими известными банаховыми пространствами. Рассмотрим про-

странство B2(T) последовательностей непрерывных функций на отрезке DT с нормой

.)(max)(
1

2

)(2















 



 i
i

Dt
TB tutu

T

Координатное гильбертово пространство 2  числовых последовательностей с нормой

.
1

2

2
 



i
i



Т.К. Юлдашев. Обобщенное решение смешанной задачи

ФИЗИКА И АСТРОНОМИЯ

3 6

Пространство L2(Dl) суммируемых с квадратом функций на отрезке Dl с нормой
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2. Сведение решения смешанной задачи (1)–(3)
к счетной системе линейных интегральных уравнений

В интегральном тождестве учтем разложение (4). Тогда с учетом вырожденности ядра из
определения обобщенного решения получаем следующую счетную систему обыкновенных ин-
тегро-дифференциальных уравнений
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Решая счетную систему (5) методом вариации произвольных постоянных, c помощью обо-
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Для определения коэффициентов ),1( njC ij   в (7) используются начальные условия
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Тогда из (7) получаем следующую счетную систему линейных интегральных уравнений
(ССЛИУ)
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Подстановка выражения (8) в (6) дает систему из счетных систем алгебраических уравне-
ний (СССАУ)
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СССАУ (9) однозначно разрешима при любых конечных Bji, если выполняется следующее
условие
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Определитель Фредгольма )( i  в (11) есть многочлен относительно  степени не выше k.
Каждая из счетной системы уравнений 0)(  i  имеет не более k различных корней. Эти корни
являются характеристическими (собственными) числами ядра интегро-дифференциального урав-
нения (1). Через  обозначим множество корней счетной системы алгебраических уравнений

0)(  i . Ясно, что это множество имеет счетное число элементов. При других значениях
 \);0()0;(  условие (11) выполняется. Следовательно, для таких регулярных значений
 \);0()0;(  система (9) имеет единственное решение при любой конечной правой части.
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Среди элементов определителей ),( iij u  находятся Bji. В свою очередь, в составе Bji

находятся неизвестные функции ui(t). Подставляя (12) в (8), имеем следующую ССЛИУ
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3. Однозначная разрешимость ССЛИУ (14) и сходимость ряда Фурье

Теорема. Пусть выполняются следующие условия:

1) ;)( 1)(2
TBtw  ;

)(
1

0

2


 

 ;),(
2

1 
j

2) ,1)(1
1 )(22032

2












 



k

j TBjj

где

,

1......
.....................

......

......1

)(

)1()1(1

2)1(22)1(212

1)1(11)1(111

ikkijkkijkik

ikijiji

ikijiji

ij

AABAA

AABAA
AABAA














(15)



Т.К. Юлдашев. Обобщенное решение смешанной задачи

ФИЗИКА И АСТРОНОМИЯ

4 0

,)(
0

T

jj sdsbB  .,1 kj 

Тогда ССЛИУ (14) имеет единственное решение в пространстве B2(T).
Доказательство. Воспользуемся методом сжимающих отображений. При этом последо-

вательные приближения Пикара строим следующим образом:
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В силу первого условия теоремы, из (16) видно, что справедлива оценка
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Для оценки по норме первой разности из (16) с помощью неравенства Гронуолла получаем
оценку
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В силу постановки задачи и условий теоремы справедливы оценки
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Подставляя эти оценки в (18), получим
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С учетом предыдущих оценок по норме для второй разности получим оценку
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Для разности ),(),( 01 uu ijij   из (13) с учетом (10) справедлива оценка по норме
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где )( ij  определяется из (15).
Подстановка (21) в (20) и учет (19) при этом дает
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Теперь для произвольного натурального числа  , подобно (22), получаем
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В силу последнего условия теоремы, из оценки (23) следует, что оператор в правой части
(14) является сжимающим. Из оценок (17), (19), (22) и (23) заключаем, что для оператора в
правой части (14) существует единственная неподвижная точка (см., например, [8, с. 389–401]).
Следовательно, в пространстве B2(T) ССЛИУ (14) имеет единственное решение )()( 2 TBtu  .

Подстановка CСЛИУ (14) в ряд Фурье (4) дает формальное решение смешанной задачи (1)–(3)
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Доказательство сходимости ряда (24) аналогично доказательству сходимости соответ-
ствующего ряда из [9; 10]. Поэтому его здесь не будем приводить.
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Abstract. Mathematical modeling of many processes occurring in the real world leads to the study
of initial and boundary value problems for equations of mathematical physics. Mixed value problems for
partial differential and integro-differential equations by virtue of their importance in the application are
one of the most important parts of the theory of differential equations.

We propose a method of studying the one-value generalized solvability of the mixed value problem
for a linear higher-order pseudoparabolic type of integro-differential equation with degenerate kernel.
Integro-differential equations of such type model many natural phenomena and appear in many fields of
sciences. For this reason, this type of equations was given a great importance in the works of many
researchers.

In this article in rectangular domain D we consider the questions of solvability and constructing the
generalized solution of mixed value problem for a linear integro-differential equation with pseudoparabolic
operator of higher power and degenerate kernel
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Here we suppose that the functions ai(t) and bi(s) are linear independent.
We use the method of Fourier series based on separation of variables. Application of this method of

separation of variables can improve the quality of formulation of the considering mixed value problem and facilitates
the processing procedure. With the introduction of the notation we obtained the system of countable system of
algebraic equations. From the condition of non-degenerate of Fredholm determinant we calculate the regular
values of parameter . Solving this algebraic system for these regular values of parameter  we can reduce
consideration of the mixed value problem to the countable system of linear integral equation, one-value solvability
of which is proved by the method of successive approximation. The criterion of one-value solvability of the
considered problem is established. Under this criterion we prove the theorems of one-valued generalized solvability
of the mixed value problems. Every estimate was obtained by the aid of the Hölder inequality and Minkovski
inequality. This paper advances the theory of partial integro-differential equations with degenerate kernel.
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