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Аннотация. В работе исследуются спектральные свойства дифференци-
ального оператора второго порядка с нелокальными краевыми условиями ме-
тодом подобных операторов. Получены результаты об асимптотике спектра и
сходимости спектральных разложений дифференциального оператора.
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Введение. Основные понятия метода подобных операторов

Пусть 𝐿2[0, 2π] — гильбертово пространство комплексных измеримых (классов)
функций, суммируемых с квадратом модуля и со скалярным произведением вида

(𝑥, 𝑦) =
1

2π

2π∫︁
0

𝑥(τ)𝑦(τ)𝑑τ.

Через 𝑊 2
2 [0, 2π] обозначим пространство Соболева {𝑥 ∈ 𝐿2[0, 2π] : 𝑥′ — абсолютно

непрерывна, 𝑥′′ ∈ 𝐿2[0, 2π]}. Рассматривается дифференциальный оператор ℒ : 𝐷(ℒ) ⊂
⊂ 𝐿2[0, 2π] → 𝐿2[0, 2π], задаваемый дифференциальным выражением вида

(ℒ𝑥)(𝑡) = −�̈�(𝑡) + 𝑥(𝑡)−
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘(𝑡)�̇�(𝑡𝑘), (1)
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где 𝑎𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁 — функции из 𝐿2[0, 2π], 𝑡𝑘 ∈ [0, 2π], 𝑘 = 1, 𝑁 с областью определения
𝐷(ℒ) = {𝑥 ∈ 𝑊 2

2 [0, 2π], 𝑥(0) = 𝑥(2π), �̇�(0) = �̇�(2π)} (то есть оператор определяется
периодическими краевыми условиями).

В частности, операторы такого класса (случай 𝑁 = 2) возникают при переходе к
сопряженному при исследовании действующего в 𝐿2[0, 2π] оператора, задаваемого диф-
ференциальным выражением

ℒ𝑦 = −𝑦 + 𝑦 (2)

и нелокальными краевыми условиями:

𝑦(0) = 𝑦(2π) +

2π∫︁
0

𝑎0(𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡, �̇�(0) = �̇�(2π) +

2π∫︁
0

𝑎1(𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡. (3)

Здесь 𝑎0 и 𝑎1 — функции из 𝐿2[0, 2π].
Отметим, что интерес к исследованию дифференциальных операторов с нелокаль-

ными краевыми условиями был проявлен давно. В работе [16] для обыкновенных опера-
торов с интегральными краевыми условиями рассматривались вопросы базисности соб-
ственных функций. Вопрос о базисности Рисса собственных и присоединенных функций
интегро-дифференциальных операторов с интегральными краевыми условиями изучался
в работе [5]. В [9] приведены результаты исследования нелокальных начально-краевых
задач с интегральными нелокальными условиями для одномерных уравнений колебания
среды и построены их решения. Для дифференциального оператора с нерегулярными
граничными условиями в работе [13] получены достаточные условия существования ре-
зольвенты, а также оценка ее поведения в пространстве 𝐿𝑝 при любом 𝑝 ≥ 1. В [12]
доказана однозначная разрешимость нелокальной задачи с интегральными условиями
I рода, если ядра этих условий зависят не только от пространственной переменной, но и
от времени. Нелокальная краевая задача для вырождающегося псевдопараболического
уравнения третьего порядка с переменными коэффициентами рассматривалась в работе
[8]. В [17] обсуждались вопросы однозначной разрешимости нелокальной смешанной
задачи для нелинейного интегро-дифференциального уравнения псевдопараболического
типа третьего порядка. Вопросы однозначной разрешимости и построения решения нело-
кальной краевой задачи для трехмерного неоднородного интегро-дифференциального
уравнения псевдопараболического типа третьего порядка с вырожденным ядром иссле-
дуются в [18]. Для исследования операторов с нелокальными краевыми условиями в
работах А.Г. Баскакова, Т.К. Кацаран [5], Е.Л. Ульяновой [14] стал применяться метод
подобных операторов.

Основные результаты статьи (теорема 3) связаны с изучением спектральных свойств
оператора ℒ, заданного формулами (2), (3). Для исследования спектра оператора ℒ ис-
пользуется сопряженный ему оператор ℒ* (см. [5]), который задается дифференциаль-
ным выражением

(ℒ*𝑥)(𝑡) = −�̈�(𝑡) + 𝑥(𝑡)− [�̇�(2π)𝑎0(𝑡)− 𝑥(2π)𝑎1(𝑡)] (4)

и краевыми условиями 𝑥(0) = 𝑥(2π), �̇�(0) = �̇�(2π).
В настоящей статье для исследования спектральных свойств оператора ℒ применя-

ется вариант метода подобных операторов, адаптированный для операторов рассматри-
ваемого класса и позволяющий получить оценку сходимости спектральных разложений
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рассматриваемых операторов. В изложении метода подобных операторов будем придер-
живаться аксиоматического подхода, как в работах [2; 3; 5–7], опираясь в основном на
работу [3]. Отметим также работы [4; 14; 15], в которых с помощью метода подобных
операторов исследуются спектральные характеристики различных операторов.

Пусть 𝐻 — бесконечномерное комплексное сепарабельное гильбертово простран-
ство, а 𝐸𝑛𝑑 𝐻 — банахова алгебра линейных ограниченных операторов, действующих
в 𝐻, ‖𝑋‖∞ = sup

‖𝑥‖≤1

‖𝑋𝑥‖ — норма оператора в 𝐸𝑛𝑑 𝐻.

Определение 1 ([6]). Два оператора 𝐴𝑖 : 𝐷(𝐴𝑖) ⊂ 𝐻 → 𝐻, 𝑖 = 1, 2, называются подоб-
ными, если существует непрерывно обратимый оператор 𝑈 ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐻 (𝑈−1 ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐻),
такой, что 𝑈𝐷(𝐴2) = 𝐷(𝐴1) и выполняется равенство 𝐴1𝑈𝑥 = 𝑈𝐴2𝑥, 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴2).
Оператор 𝑈 называется оператором преобразования подобия оператора 𝐴1 в 𝐴2.
Определение 2 ([3]). Линейный оператор 𝐶 : 𝐷(𝐶) ⊂ 𝐻 → 𝐻 называется подчиненным
оператору 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝐻 → 𝐻, то есть 𝐶 ∈ ℒ𝐴(𝐻), если выполнены следующие два
условия:

1) 𝐷(𝐶) ⊇ 𝐷(𝐴);

2) существует постоянная 𝑀 > 0, такая, что конечна величина

‖𝐶‖𝐴 = inf{𝑀 : ‖𝐶𝑥‖ ≤ 𝑀(‖𝐴𝑥‖+ ‖𝑥‖), 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴)},

принимаемая за норму в ℒ𝐴(𝐻).

Определяющим понятием метода подобных операторов является понятие допусти-
мой тройки для невозмущенного оператора 𝐴.
Определение 3 ([3]). Тройка (𝒰 , 𝐽,Γ), 𝐽 : 𝒰 → 𝒰 , Γ: 𝒰 → 𝐸𝑛𝑑 𝐻, называется допу-
стимой для оператора 𝐴, а 𝒰 — допустимым пространством возмущений, если:

1) 𝒰 — банахово пространство (со своей нормой ‖ · ‖*), непрерывно вложенное в
банахово пространство ℒ𝐴(𝐻), то есть существует постоянная 𝑀0 > 0, такая, что
‖𝐵‖𝐴 ≤ 𝑀0‖𝐵‖* для любого оператора 𝐵 ∈ 𝒰 ;

2) 𝐽,Γ — трансформаторы (то есть линейные операторы, действующие в пространстве
линейных операторов);

3) (Γ𝑋)𝑥 ∈ 𝐷(𝐴) для любых 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴) и имеет место равенство:

𝐴Γ𝑋 − (Γ𝑋)𝐴 = 𝑋 − 𝐽𝑋, 𝑋 ∈ 𝒰

(равенство понимается как равенство элементов из 𝒰);

4) 𝑋Γ𝑌 , (Γ𝑌 )𝑋 ∈ 𝒰 , 𝑋, 𝑌 ∈ 𝒰 , и существуют постоянные γ1 > 0, γ2 > 0, такие,
что ‖Γ‖ ≤ γ1 и max{‖𝑋Γ𝑌 ‖*, ‖(Γ𝑌 )𝑋‖*} ≤ γ2‖𝑋‖*‖𝑌 ‖*;

5) выполнено одно из условий:

a) ImΓ𝑋 ⊂ 𝐷(𝐴), где ImΓ𝑋 — образ оператора Γ𝑋, и 𝐴Γ𝑋 ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐻;
b) для любого 𝑋 ∈ 𝒰 и для любого ε > 0 существует число νε ∈ ρ(𝐴) (ρ(𝐴) —

резольвентное множество оператора 𝐴), такое, что ‖𝑋𝑅(νε, 𝐴)‖∞ < ε, 𝑅(νε, 𝐴) =
= (𝐴− νε𝐼)−1, где 𝐼 — тождественный оператор.

Пусть 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝐻 → 𝐻 — нормальный оператор (см., например, [11, гл. 10,
с. 39]) (частный случай нормального — самосопряженный оператор), то есть 𝐷(𝐴) =
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= 𝐷(𝐴*), ‖𝐴𝑥‖ = ‖𝐴*𝑥‖, 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴), спектр которого представим в виде: σ(𝐴) =
=
⋃︀
𝑗≥1

σ𝑗, 0 /∈ σ(𝐴), где σ𝑗, 𝑗 ≥ 1 — взаимно непересекающиеся компактные мно-

жества, такие, что dist(0,σ1) < dist(0,σ2) < . . . , lim
𝑛→∞

dist(0,σ𝑛) = ∞. Обозначим

𝑃𝑗, 𝑗 ≥ 1, — проектор Рисса, построенный по спектральному множеству σ𝑗, 𝐴𝑗 =
= 𝐴𝑃𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝐴𝑗 ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐻, |σ𝑗| = sup

λ∈σ𝑗
|λ|. Введем двусторонний идеал σ2(𝐻)

операторов Гильберта — Шмидта, действующих в гильбертовом пространстве 𝐻, из
алгебры 𝐸𝑛𝑑 𝐻 с нормой ‖ · ‖2) (см. [10, гл. 3, § 9]). В качестве пространства воз-
мущений 𝒰 рассматривается оператор 𝐵 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝐻 → 𝐻, допускающий представле-
ние 𝐵 = 𝐵0𝐴, 𝐵0 ∈ σ2(𝐻), причем существуют две ненулевые последовательности
{α𝑖}∞1 , {β𝑗}∞1 , такие, что имеют место оценки: ‖𝑃𝑖𝐵0𝑃𝑗‖ ≤ 𝑐 · α𝑖 · β𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . ,
для некоторой постоянной 𝑐 > 0. Наименьшая из констант, удовлетворяющих этому
неравенству, определяет норму в 𝒰 . Пусть 𝑛 — некоторое натуральное число, положим

Δ𝑛 =
𝑛⋃︀

𝑘=1

σ𝑘, 𝑃 (Δ𝑛, 𝐴) — проектор Рисса, построенный по спектральному множеству

Δ𝑛. Обозначим 𝑄1 = 𝑄1𝑛 = 𝑃 (Δ𝑛, 𝐴) = 𝑃1+𝑃2+ . . .+𝑃𝑛, 𝑄2 = 𝑄2𝑛 = 𝐼 −𝑄1𝑛. Транс-
форматоры 𝐽𝑛 : 𝒰 → 𝒰 и Γ𝑛 : 𝒰 → σ2(𝐻), 𝑛 ≥ 1, определяются следующим образом:
𝐽𝑛𝑋 = 𝑄1𝑋𝑄1 +𝑄2𝑋𝑄2, Γ𝑛𝑋 = Γ(1)

𝑛 𝑋 + Γ(2)
𝑛 𝑋, где

Γ(1)
𝑛 𝑋 =

∑︁
𝑚≥𝑛+1

𝑛∑︁
𝑘=1

Γ𝑛(𝑃𝑚𝑋0𝐴𝑃𝑘), Γ(2)
𝑛 𝑋 =

𝑛∑︁
𝑚=1

∑︁
𝑘≥𝑛+1

Γ𝑛(𝑃𝑚𝑋0𝐴𝑃𝑘).

На операторных блоках 𝑃𝑚𝑋0𝑃𝑘𝐴 трансформатор Γ𝑛 определяется как решение урав-
нения 𝐴𝑃𝑚𝑌0𝑚𝑘 − 𝑌0𝑚𝑘𝐴𝑃𝑘 = 𝑃𝑚𝑋0𝑃𝑘, удовлетворяющее условию 𝑃𝑚𝑌0𝑚𝑘𝑃𝑘 = 𝑌0𝑚𝑘,
где 𝑘 ≥ 𝑛+ 1, 𝑚 ≤ 𝑛 либо 𝑘 ≤ 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛+ 1. Для всех остальных значений 𝑚 и 𝑘
полагается Γ𝑛(𝑃𝑚𝑋0𝑃𝑘𝐴) = 0.

Основные результаты статьи получены с использованием следующих утверждений.
Теорема 1 ([15]). Пусть 𝑛 — натуральное число, такое, что

γ1(𝑛) =

(︃
𝑛∑︁

𝑚=1

∑︁
𝑘≥𝑛+1

|σ𝑘|2β2
𝑘α

2
𝑚 + β2

𝑚α
2
𝑘|σ𝑚|2

(𝑑𝑖𝑠𝑡(σ𝑚,σ𝑘))2

)︃1/2

< ∞,

γ2(𝑛) = max

{︃
max
𝑗≤𝑛

{︂ ∑︁
𝑘≥𝑛+1

|σ𝑘|α𝑘β𝑘

𝑑𝑖𝑠𝑡(σ𝑗,σ𝑘)

}︂
, sup
𝑗≥𝑛+1

{︂ 𝑛∑︁
𝑘=1

|σ𝑘|α𝑘β𝑘

𝑑𝑖𝑠𝑡(σ𝑗,σ𝑘)

}︂}︃
< ∞,

причем выполнено условие: 2max {γ1(𝑛),γ2(𝑛)} + γ1(𝑛) + γ2(𝑛) < 1. Тогда оператор
𝐴−𝐵 подобен оператору 𝐴− 𝐽𝑛𝑋

*(𝑛), где 𝑋*(𝑛) ∈ 𝒰 имеет вид:

𝑋*(𝑛) = 𝑋*
11(𝑛) +𝑋*

12(𝑛) +𝑋*
21(𝑛) +𝑋*

22(𝑛); (5)

𝑋*
𝑖𝑗(𝑛) = 𝑄𝑖𝑋

*(𝑛)𝑄𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, есть решение системы уравнений{︃
𝑋𝑖𝑖 = 𝐵𝑖𝑗Γ𝑋𝑗𝑖 +𝐵𝑖𝑖, (𝑖 = 1, 𝑗 = 2) ∨ (𝑖 = 2, 𝑗 = 1);

𝑋𝑖𝑗 = 𝐹𝑖𝑗(𝑋𝑖𝑗);

оператор 𝐹𝑖𝑗 : 𝒰𝑖𝑗 → 𝒰𝑖𝑗 задается формулой

𝐹𝑖𝑗(𝑋) = 𝐵𝑖𝑖Γ𝑋 − (Γ𝑋)𝐵𝑗𝑗 − (Γ𝑋)(𝐵𝑗𝑖Γ𝑋) +𝐵𝑖𝑗,
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и 𝐵𝑖𝑗 = 𝑄𝑖𝐵𝑄𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, — блоки оператора 𝐵 ∈ 𝒰 , являющегося возмущением
оператора 𝐴; допустимое пространство возмущений 𝒰 является прямой суммой
четырех замкнутых подпространств вида 𝒰𝑖𝑗 = {𝑄𝑖𝑋𝑄𝑗, 𝑋 ∈ 𝒰} , 𝑖, 𝑗 = 1, 2. Опе-
ратор преобразования подобия имеет вид 𝐼 + Γ𝑛𝑋

*(𝑛).

Теорема 2 ([15]). Пусть операторы 𝐴 и 𝐵 ∈ 𝒰 таковы, что γ1(𝑛) → 0, γ2(𝑛) → 0
при 𝑛 → ∞. Тогда, начиная с некоторого 𝑛0, оператор 𝐴 − 𝐵 подобен оператору
𝐴− 𝐽𝑛𝑋

*(𝑛), 𝑛 ≥ 𝑛0, где 𝑋*(𝑛) представимо в виде (5) и

‖𝑃 (Δ𝑛, 𝐴)− 𝑃 (̃︀Δ𝑛, 𝐴−𝐵)‖ → 0

при 𝑛 → ∞, причем ̃︀Δ𝑛 = σ((𝐴 − 𝐽𝑛𝑋
*(𝑛)) | 𝑃 (Δ𝑛, 𝐴)𝐻) ⊂ σ(𝐴 − 𝐵), где 𝑃 (̃︀Δ𝑛, 𝐴 −

− 𝐵) — проектор Рисса, построенный по спектральному множеству ̃︀Δ𝑛 оператора
𝐴−𝐵.
Следствие 1. Пусть выполнены условия теоремы 2, тогда

‖(𝐼 − 𝑃 (̃︀Δ𝑛, 𝐴−𝐵))𝑥−
∑︁

𝑖≥𝑛+1

𝑃𝑖𝑥‖ −→ 0,

при 𝑛 → ∞ и для любого фиксированного 𝑥 ∈ 𝐻.

1. Основные результаты

Перейдем к исследованию спектральных свойств оператора ℒ : 𝐷(ℒ) ⊂ 𝐿2[0, 2π] →
→ 𝐿2[0, 2π], задаваемого выражением (2). Поскольку спектры оператора ℒ и сопряжен-
ного ему оператора ℒ* совпадают, то для получения асимптотики собственных значений
оператора ℒ достаточно рассмотреть только оператор ℒ*. Для исследования спектраль-
ных свойств сопряженного оператора (4) представим его в виде ℒ*𝑥 = 𝐴𝑥 − 𝐵𝑥. Опе-
ратор 𝐴 будем считать невозмущенным оператором, оператор 𝐵 — возмущением. Здесь
оператор 𝐴 порождается дифференциальным выражением 𝐴𝑥 = −�̈� + 𝑥 с областью
определения

𝐷(𝐴) = {𝑥 ∈ 𝐿2[0, 2π] : 𝑥, �̇� ∈ 𝐶[0, 2π], �̈� ∈ 𝐿2[0, 2π], 𝑥(0) = 𝑥(2π), �̇�(0) = �̇�(2π)}

и
(𝐵𝑥)(𝑡) = �̇�(2π)𝑎0(𝑡)− 𝑥(2π)𝑎1(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 2π], 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴). (6)

Оператор 𝐴 — самосопряженный оператор с дискретным спектром, собственное значе-
ние которого λ0 = 1 является простым, а остальные собственные значения λ𝑛 = 𝑛2 +
+ 1, 𝑛 ≥ 1, двукратны; собственные функции оператора 𝐴, отвечающие этим собствен-
ным значениям, 𝑒0(𝑡) ≡ 1√

2π
, 𝑒2𝑛−1(𝑡) = 1√

π
cos𝑛𝑡, 𝑒2𝑛(𝑡) = 1√

π
sin𝑛𝑡, 𝑛 ∈ N, обра-

зуют ортонормированный базис в гильбертовом пространстве 𝐿2[0, 2π] (см., например,
[2, с. 50]). Положим Δ1(𝑛) = {λ1, . . . , λ𝑛} , 𝑃𝑛 = 𝑃 (Δ1(𝑛), 𝐴), 𝑃𝑗 = 𝑃 (λ𝑗, 𝐴), 𝑗 =
= 1, 2, . . ., — проектор Рисса, построенный по одноточечному множеству σ𝑗 = {𝑗2 + 1},
𝑃𝑗𝑥 = (𝑥, 𝑒2𝑗−1)𝑒2𝑗−1 + (𝑥, 𝑒2𝑗)𝑒2𝑗, 𝑗 ̸= 0, (· , ·) — скалярное произведение в 𝐿2[0, 2π].
Применяя метод подобных операторов для исследования спектральных свойств операто-
ра 𝐴−𝐵, мы получим основные результаты статьи.

В следующей лемме получены оценки на последовательности ‖𝑃𝑖𝐵0𝑃𝑗‖, 𝑖, 𝑗 =
= 0, 1, 2, . . ., участвующие в формулировке теоремы 1.
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Лемма 1. Оператор 𝐵 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝐿2[0, 2π] → 𝐿2[0, 2π], задаваемый соотношением (6),
представим в виде 𝐵 = 𝐵0𝐴, где 𝐵0 ∈ σ2(𝐿2[0, 2π]) (σ2(𝐿2[0, 2π]) — идеал операторов
Гильберта — Шмидта, действующих в гильбертовом пространстве 𝐿2[0, 2π]), и
имеют место оценки

‖𝑃𝑖𝐵0𝑃𝑗‖ ≤ α𝑖β𝑗, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , (7)

где β0 = 1, β𝑗 = 𝑗
𝑗2+1

, 𝑗 = 1, 2, . . . ; если в неравенстве (7) 𝑖 = 0 и 𝑗 = 1, 2, . . .,

то α0 =
√︁

|𝑎00|2+|𝑎01|2
2

, 𝑎00 = 1
π

2π∫︀
0

𝑎0(𝑡)𝑑𝑡, 𝑎01 = 1
π

2π∫︀
0

𝑎1(𝑡)𝑑𝑡; если в (7) 𝑖 = 0 и 𝑗 = 0, то

α0 =
|𝑎01|
2

,

α𝑖 =
√︁
|𝑎sin0𝑖 |2 + |𝑎cos0𝑖 |2 + |𝑎sin1𝑖 |2 + |𝑎cos1𝑖 |2,

где 𝑎sin0𝑖 = 1
π

2π∫︀
0

𝑎0(𝑡) sin 𝑖𝑡𝑑𝑡, 𝑎cos0𝑖 = 1
π

2π∫︀
0

𝑎0(𝑡) cos 𝑖𝑡𝑑𝑡, 𝑎sin1𝑖 = 1
π

∫︀ 2π

0 𝑎1(𝑡) sin 𝑖𝑡𝑑𝑡 и 𝑎cos1𝑖 =

= 1
π

2π∫︀
0

𝑎1(𝑡) cos 𝑖𝑡𝑑𝑡, 𝑖 = 1, 2, . . . .

Теорема 3. Пусть для функций 𝑎0 и 𝑎1 ограниченной вариации на отрезке [0, 2π] и
для последовательностей γ1,γ2 : N → R+ = [0,∞), определенных формулами

γ1(𝑛) =

(︃
α2
0β

2
𝑛(𝑛

2 + 1)2 + α2
𝑛β

2
0

𝑛4
+
∑︁
𝑚≥1
𝑚 ̸=𝑛

α2
𝑚β

2
𝑛(𝑛

2 + 1)2 + α2
𝑛β

2
𝑚(𝑚

2 + 1)2

|𝑛2 −𝑚2|2

)︃1/2

< ∞,

γ2(𝑛) = max

{︃
α𝑛β𝑛(𝑛

2 + 1)

2𝑛− 1
;
α0β0

𝑛2
+
∑︁
𝑚≥1
�̸�=𝑛

α𝑚β𝑚(𝑚
2 + 1)

|𝑛2 −𝑚2|

}︃
< ∞,

выполнены условия: lim
𝑛→∞

γ1(𝑛) = 0, lim
𝑛→∞

γ2(𝑛) = 0. Тогда спектр σ(𝐴 − 𝐵) опера-

тора 𝐴 − 𝐵 представим в виде σ(𝐴 − 𝐵) =
⋃︀
𝑛≥1

̃︀σ𝑛, где ̃︀σ𝑛, 𝑛 ≥ 1, — не более чем

двухточечное множество. При этом имеют место оценки:⃒⃒⃒⃒
⃒̃︀λ𝑛 − (𝑛2 + 1) +

(−1)𝑛

2

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝑐 · ln𝑛

𝑛
,

где ̃︀λ𝑛 — взвешенное среднее собственных значений из ̃︀σ𝑛.
Также для 𝑛 ≥ 1 справедливы оценки:

(︃ 2π∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
⃒( ̃︀𝑃𝑛𝑥)(𝑡)−

1

π

(︃ 2π∫︁
0

𝑥(𝑡) cos𝑛𝑡𝑑𝑡

)︃
cos𝑛𝑡− 1

π

(︃ 2π∫︁
0

𝑥(𝑡) sin𝑛𝑡𝑑𝑡

)︃
sin𝑛𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑑𝑡

)︃1/2

≤ 𝑐(𝑛)γ1(𝑛),

для некоторой последовательности 𝑐 > 0, где lim
𝑛→∞

𝑐(𝑛) = 1. Здесь ̃︀𝑃𝑛 — проектор

Рисса, построенный по спектральному множеству ̃︀σ𝑛 оператора 𝐴−𝐵.
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2. Доказательство основных результатов

Доказательство леммы 1. Покажем, что оператор 𝐵 представим в виде 𝐵𝑥 = 𝐵0𝐴𝑥.
Действительно, 𝐵𝑥 = 𝐵𝐼𝑥 = 𝐵𝐴−1𝐴𝑥 = 𝐵0𝐴𝑥, где 𝐵0 = 𝐵𝐴−1.
Докажем, что ‖𝑃0𝐵0𝑃𝑗‖2 ≤ α0β𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . . Имеют место равенства:

𝑃0𝐵0𝑃𝑗𝑥 = (𝐵0𝑃𝑗𝑥, 𝑒0)𝑒0 = (𝐵0(𝑥, 𝑒2𝑗−1)𝑒2𝑗−1, 𝑒0)𝑒0 + (𝐵0(𝑥, 𝑒2𝑗)𝑒2𝑗, 𝑒0)𝑒0 =

= (𝑥, 𝑒2𝑗−1)(𝐵0𝑒2𝑗−1, 𝑒0)𝑒0 + (𝑥, 𝑒2𝑗)(𝐵0𝑒2𝑗, 𝑒0)𝑒0 =

= (𝑥, 𝑒2𝑗−1)(𝐵𝐴−1𝑒2𝑗−1, 𝑒0)𝑒0 + (𝑥, 𝑒2𝑗)(𝐵𝐴−1𝑒2𝑗, 𝑒0)𝑒0 =

= (𝑥, 𝑒2𝑗−1)(𝐵
1

λ𝑗
𝑒2𝑗−1, 𝑒0)𝑒0 + (𝑥, 𝑒2𝑗)(𝐵

1

λ𝑗
𝑒2𝑗, 𝑒0)𝑒0 =

=
1

λ𝑗
[(𝑥, 𝑒2𝑗−1)(𝐵𝑒2𝑗−1, 𝑒0)𝑒0 + (𝑥, 𝑒2𝑗)(𝐵𝑒2𝑗, 𝑒0)𝑒0].

Следовательно,

‖𝑃0𝐵0𝑃𝑗‖ ≤
√︀
|(𝐵𝑒2𝑗−1, 𝑒0)|2 + |(𝐵𝑒2𝑗, 𝑒0)|2

λ𝑗
=

𝑗

λ𝑗
·
√︀
|(𝐵𝑒2𝑗−1, 𝑒0)|2 + |(𝐵𝑒2𝑗, 𝑒0)|2

𝑗
.

Ясно, что последовательность β𝑗 = 𝑗
𝑗2+1

, 𝑗 ≥ 1, принадлежит 𝑙2. Верны следующие
равенства:

(𝐵𝑒2𝑗−1, 𝑒0) =

2π∫︁
0

[�̇�2𝑗−1(2π)𝑎0(𝑡)− 𝑒2𝑗−1(2π)𝑎1(𝑡)]𝑒0(𝑡)𝑑𝑡 =

=

2π∫︁
0

(︂
− 𝑗√

π
sin 2π𝑗𝑎0(𝑡)−

1√
π
cos 2π𝑗𝑎1(𝑡)

)︂
· 1√

2π
𝑑𝑡 =

(−1)𝑗+1

√
2π

2π∫︁
0

𝑎1(𝑡)𝑑𝑡 =
(−1)𝑗+1

√
2

𝑎01.

Аналогично получим, что (𝐵𝑒2𝑗, 𝑒0) =
(−1)𝑗𝑗√

2
𝑎00, 𝑗 ≥ 1.

Тогда

sup
𝑗≥1

√︂⃒⃒⃒
(−1)𝑗+1

√
2

𝑎01

⃒⃒⃒2
+
⃒⃒⃒
(−1)𝑗𝑗√

2
𝑎00

⃒⃒⃒2
𝑗

= sup
𝑗≥1

√︃
|𝑎01|2
2𝑗2

+
𝑗2|𝑎00|2
2𝑗2

=

√︃
|𝑎00|2 + |𝑎01|2

2
= α0.

Докажем, что ‖𝑃𝑖𝐵0𝑃0‖ ≤ α𝑖β0, 𝑖 = 1, 2, . . . .
Выполняя для 𝑃𝑖𝐵0𝑃0𝑥 преобразования, аналогичные преобразованиям для 𝑃0𝐵0𝑃𝑗𝑥,
получим:

𝑃𝑖𝐵0𝑃0𝑥 =
1

λ0
(𝑥, 𝑒0)[(𝐵𝑒0, 𝑒2𝑖−1)𝑒2𝑖−1 + (𝐵𝑒0, 𝑒2𝑖)𝑒2𝑖] =

= (𝑥, 𝑒0)[(𝐵𝑒0, 𝑒2𝑖−1)𝑒2𝑖−1 + (𝐵𝑒0, 𝑒2𝑖)𝑒2𝑖].

В этом случае ‖𝑃𝑖𝐵0𝑃0‖ ≤
√︀
|(𝐵𝑒0, 𝑒2𝑖−1)|2 + |(𝐵𝑒0, 𝑒2𝑖)|2, 𝑖 = 1, 2, . . . . Вычисляя зна-

чения входящих в эту оценку скалярных произведений, получим, что

β0 = 1; α𝑖 =

√︃
|𝑎sin1𝑖 |2 + |𝑎cos1𝑖 |2

2
.
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Аналогично доказывается, что ‖𝑃0𝐵0𝑃0‖ ≤ α0β0. Здесь α0 =
|𝑎01|
2
; β0 = 1.

Покажем, что ‖𝑃𝑖𝐵0𝑃𝑗‖ ≤ α𝑖β𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , для введенных последовательностей
α𝑖,β𝑗 . Далее используются равенства:

𝑃𝑖𝐵0𝑃𝑗𝑥 = (𝐵0𝑃𝑗𝑥, 𝑒2𝑖−1)𝑒2𝑖−1 + (𝐵0𝑃𝑗𝑥, 𝑒2𝑖)𝑒2𝑖 = (𝐵0[(𝑥, 𝑒2𝑗−1)𝑒2𝑗−1 +

+ (𝑥, 𝑒2𝑗)𝑒2𝑗], 𝑒2𝑖−1)𝑒2𝑖−1 + (𝐵0[(𝑥, 𝑒2𝑗−1)𝑒2𝑗−1 + (𝑥, 𝑒2𝑗)𝑒2𝑗], 𝑒2𝑖)𝑒2𝑖 =

= (𝑥, 𝑒2𝑗−1)(𝐵0𝑒2𝑗−1, 𝑒2𝑖−1)𝑒2𝑖−1 + (𝑥, 𝑒2𝑗)(𝐵0𝑒2𝑗, 𝑒2𝑖−1)𝑒2𝑖−1 +

+ (𝑥, 𝑒2𝑗−1)(𝐵0𝑒2𝑗−1, 𝑒2𝑖)𝑒2𝑖 + (𝑥, 𝑒2𝑗)(𝐵0𝑒2𝑗, 𝑒2𝑖)𝑒2𝑖 =

= [(𝑥, 𝑒2𝑗−1)(𝐵0𝑒2𝑗−1, 𝑒2𝑖−1) + (𝑥, 𝑒2𝑗)(𝐵0𝑒2𝑗, 𝑒2𝑖−1)]𝑒2𝑖−1 +

+ [(𝑥, 𝑒2𝑗−1)(𝐵0𝑒2𝑗−1, 𝑒2𝑖) + (𝑥, 𝑒2𝑗)(𝐵0𝑒2𝑗, 𝑒2𝑖)]𝑒2𝑖.

Выполняя дальнейшие преобразования, аналогичные преобразованиям для 𝑃0𝐵0𝑃𝑗𝑥, по-
лучим, что

‖𝑃𝑖𝐵0𝑃𝑗‖2 ≤
𝑗

λ𝑗
·
√︀
|(𝐵𝑒2𝑗−1, 𝑒2𝑖−1)|2 + |(𝐵𝑒2𝑗, 𝑒2𝑖−1)|2 + |(𝐵𝑒2𝑗−1, 𝑒2𝑖)|2 + |(𝐵𝑒2𝑗, 𝑒2𝑖)|2

𝑗
.

Последовательность {β𝑗} =
{︁

𝑗
𝑗2+1

}︁
принадлежит 𝑙2. Докажем, что и последователь-

ность {α𝑖} также суммируема с квадратом.
Cкалярные произведения, участвующие в оценках, находятся аналогично, и они пред-
ставимы в виде:

(𝐵𝑒2𝑗−1, 𝑒2𝑖−1) = (−1)𝑗+1𝑎cos1𝑖 ; (𝐵𝑒2𝑗, 𝑒2𝑖−1) = (−1)𝑗𝑗𝑎cos0𝑖 ;

(𝐵𝑒2𝑗−1, 𝑒2𝑖) = (−1)𝑗+1𝑎sin1𝑖 ; (𝐵𝑒2𝑗, 𝑒2𝑖) = (−1)𝑗𝑗𝑎sin0𝑖 .

Следовательно, имеют представление последовательности {α𝑖}:

α𝑖 = sup
𝑗≥1

√︃
|𝑎cos1𝑖 |2
𝑗2

+ |𝑎cos0𝑖 |2 +
|𝑎sin1𝑖 |2
𝑗2

+ |𝑎cos0𝑖 |2 =
√︁
|𝑎sin0𝑖 |2 + |𝑎cos0𝑖 |2 + |𝑎sin1𝑖 |2 + |𝑎cos1𝑖 |2.

Числа 𝑎00, 𝑎
sin
0𝑖 , 𝑎cos0𝑖 являются коэффициентами Фурье для функции 𝑎0, а числа 𝑎01, 𝑎

sin
1𝑖 ,

𝑎cos1𝑖 — коэффициентами Фурье для функции 𝑎1 по системе (𝑒0, 𝑒1, 𝑒2, . . .) собственных
функций оператора 𝐴, следовательно, {α𝑖} ∈ 𝑙2, то есть оператор 𝐵0 — оператор Гиль-
берта — Шмидта. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 3. Как показано в работах [14; 15, следствие 2.1.1 из теоре-
мы 2.1.1, с. 59], если спектральное множество σ𝑛 = {λ𝑛} состоит из одного собственного
значения кратности 𝑘, то⃒⃒⃒⃒

⃒̃︀λ𝑛 − λ𝑛 + 1

𝑘
tr(𝐵11 +𝐵12Γ𝑛𝐵21)

⃒⃒⃒⃒
⃒≤ λ𝑛γ2(𝑛)α𝑛β𝑛/

√︁
𝐷(𝑛), (8)
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где 𝐷(𝑛) = (1− γ1(𝑛)− γ2(𝑛))2 − 4γ1(𝑛)γ2(𝑛). В нашем случае 𝑘 = 2, λ𝑛 = 𝑛2 + 1 и

α𝑛 = (|𝑎sin0𝑛 |2 + |𝑎cos0𝑛 |2 + |𝑎sin1𝑛 |2 + |𝑎cos1𝑛 |2)1/2, β𝑛 =
𝑛

𝑛2 + 1
, 𝑛 ∈ N.

Будем считать, что функции 𝑎0 и 𝑎1 являются функциями ограниченной вариации
на отрезке [0, 2π]. Как известно (см., например, [1, с. 81]), для любой функции ограни-
ченной вариации на отрезке [0, 2π] коэффициенты Фурье 𝑎𝑛 = 𝑂( 1

𝑛
), 𝑏𝑛 = 𝑂( 1

𝑛
). Тогда

α𝑛 =
√︁
4 · 1

𝑛2 = 2
𝑛
. Преобразуя левую часть выражения (8), получим равенства:

tr(𝐵11 +𝐵12Γ𝑛𝐵21) = tr𝐵11 + tr(𝐵12Γ𝑛𝐵21).

tr𝐵11 = (𝐵11𝑒2𝑛−1, 𝑒2𝑛−1) + (𝐵11𝑒2𝑛, 𝑒2𝑛) = (𝑃1𝐵𝑃1𝑒2𝑛−1, 𝑒2𝑛−1) + (𝑃1𝐵𝑃1𝑒2𝑛, 𝑒2𝑛) =

= (𝐵𝑒2𝑛−1, 𝑒2𝑛−1) + (𝐵𝑒2𝑛, 𝑒2𝑛).

tr(𝐵12Γ𝑛𝐵21) = (𝐵12Γ𝑛𝐵21𝑒2𝑛−1, 𝑒2𝑛−1) + (𝐵12Γ𝑛𝐵21𝑒2𝑛, 𝑒2𝑛) =

= (𝑃1𝐵𝑃2Γ𝑛𝑃2𝐵𝑃1𝑒2𝑛−1, 𝑒2𝑛−1) + (𝑃1𝐵𝑃2Γ𝑛𝑃2𝐵𝑃1𝑒2𝑛, 𝑒2𝑛) =

= (𝐵𝑃2Γ𝑛𝑃2𝐵𝑒2𝑛−1, 𝑒2𝑛−1) + (𝐵𝑃2Γ𝑛𝑃2𝐵𝑒2𝑛, 𝑒2𝑛).

Здесь 𝑃1 = 𝑃1𝑛 — проектор Рисса, построенный по спектральному множеству σ𝑛 = {λ𝑛},
𝑃2 = 𝑃2𝑛 = 𝐼 − 𝑃1𝑛. Поскольку Γ𝑛𝑃2𝑋 = 𝑃1𝑃2𝑋𝑆𝑛 − 𝑆𝑛𝑃2𝑋𝑃1 = −𝑆𝑛𝑋𝑃1 = −𝑆𝑛𝑃1𝑋,
где 𝑆𝑛 ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐻 определяется на векторах 𝑒𝑘, 𝑘 ≥ 1, соотношениями

𝑆𝑛𝑒𝑛 = 0, 𝑆𝑛𝑒𝑘 =
1

λ𝑛 − λ𝑘
𝑒𝑘, 𝑘 ̸= 𝑛,

то имеют место равенства:

tr(𝐵12Γ𝑛𝐵21) = −(𝐵𝑃2𝑆𝑛𝑃1𝐵𝑒2𝑛−1, 𝑒2𝑛−1)− (𝐵𝑃2𝑆𝑛𝑃1𝐵𝑒2𝑛, 𝑒2𝑛) =

= −(𝑃2𝐵𝑆𝑛𝐵𝑃1𝑒2𝑛−1, 𝑒2𝑛−1)− (𝑃2𝐵𝑆𝑛𝐵𝑃1𝑒2𝑛, 𝑒2𝑛) =

−(𝐵𝑆𝑛𝐵𝑒2𝑛−1, 𝑒2𝑛−1)− (𝐵𝑆𝑛𝐵𝑒2𝑛, 𝑒2𝑛) =

= −
(︃
𝐵𝑆𝑛

∑︁
𝑚≥1
�̸�=𝑛

[(𝐵𝑒2𝑛−1, 𝑒2𝑚−1)𝑒2𝑚−1 + (𝐵𝑒2𝑛−1, 𝑒2𝑚)𝑒2𝑚]

)︃
−

−
(︃
𝐵𝑆𝑛

∑︁
𝑚≥1
�̸�=𝑛

[(𝐵𝑒2𝑛, 𝑒2𝑚−1)𝑒2𝑚−1 + (𝐵𝑒2𝑛, 𝑒2𝑚)𝑒2𝑚]

)︃
=

= −
(︃∑︁

𝑚≥1
𝑚 ̸=𝑛

(𝐵𝑒2𝑛−1, 𝑒2𝑚−1)(𝐵𝑒2𝑚−1, 𝑒2𝑛−1)

𝑛2 −𝑚2
+
∑︁
𝑚≥1
𝑚 ̸=𝑛

(𝐵𝑒2𝑛−1, 𝑒2𝑚)(𝐵𝑒2𝑚, 𝑒2𝑛−1)

𝑛2 −𝑚2
+

+
∑︁
𝑚≥1
𝑚 ̸=𝑛

(𝐵𝑒2𝑛, 𝑒2𝑚−1)(𝐵𝑒2𝑚−1, 𝑒2𝑛)

𝑛2 −𝑚2
+
∑︁
𝑚≥1
𝑚 ̸=𝑛

(𝐵𝑒2𝑛, 𝑒2𝑚)(𝐵𝑒2𝑚, 𝑒2𝑛)

𝑛2 −𝑚2

)︃
.
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Значения скалярных произведений выпишем, пользуясь результатами, доказанными в
предыдущей теореме:

(𝐵𝑒2𝑛−1, 𝑒2𝑛−1) = (−1)𝑛+1𝑎cos1𝑛 =
(−1)𝑛+1

𝑛
; (𝐵𝑒2𝑛, 𝑒2𝑛) = (−1)𝑛𝑛𝑎sin0𝑛 = (−1)𝑛;

(𝐵𝑒2𝑛−1, 𝑒2𝑚) = (−1)𝑛+1𝑎sin1𝑚 =
(−1)𝑛+1

𝑚
; (𝐵𝑒2𝑚, 𝑒2𝑛−1) = (−1)𝑚𝑚𝑎cos0𝑛 =

(−1)𝑚𝑚

𝑛
;

(𝐵𝑒2𝑛, 𝑒2𝑚) = (−1)𝑛𝑛𝑎sin0𝑚 =
(−1)𝑛𝑛

𝑚
; (𝐵𝑒2𝑚, 𝑒2𝑛) = (−1)𝑚𝑚𝑎sin0𝑛 =

(−1)𝑚𝑚

𝑛
;

(𝐵𝑒2𝑛−1, 𝑒2𝑚−1) = (−1)𝑛+1𝑎cos1𝑚 =
(−1)𝑛+1

𝑚
; (𝐵𝑒2𝑚−1, 𝑒2𝑛−1) = (−1)𝑚+1𝑎cos1𝑛 =

(−1)𝑚+1

𝑛
;

(𝐵𝑒2𝑛, 𝑒2𝑚−1) = (−1)𝑛𝑛𝑎cos0𝑚 =
(−1)𝑛𝑛

𝑚
; (𝐵𝑒2𝑚−1, 𝑒2𝑛) = (−1)𝑚+1𝑎sin1𝑛 =

(−1)𝑚+1

𝑛
.

Таким образом, оценка имеет вид:⃒⃒⃒⃒
⃒̃︀λ𝑛 − (𝑛2 + 1)− 1

2

(︃
−(−1)𝑛+1

𝑛
+ (−1)𝑛+1 +

∑︁
𝑚≥1
𝑚 ̸=𝑛

(−1)𝑛+1

𝑚
· (−1)𝑚+1

𝑛

𝑛2 −𝑚2
+
∑︁
𝑚≥1
�̸�=𝑛

(−1)𝑛+1

𝑚
· (−1)𝑚𝑚

𝑛

𝑛2 −𝑚2
+

+
∑︁
𝑚≥1
�̸�=𝑛

(−1)𝑛𝑛
𝑚

· (−1)𝑚+1

𝑛

𝑛2 −𝑚2
+
∑︁
𝑚≥1
𝑚 ̸=𝑛

(−1)𝑛𝑛
𝑚

· (−1)𝑚𝑚
𝑛

𝑛2 −𝑚2

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒̃︀λ𝑛 − (𝑛2 + 1) +

(−1)𝑛+1

2

(︃
−1 +

∑︁
𝑚≥1
𝑚 ̸=𝑛

(−1)𝑚

𝑛2 −𝑚2
+

1

𝑛
+

1

𝑛

∑︁
𝑚≥1
�̸�=𝑛

(−1)𝑚+1

𝑚(𝑛2 −𝑚2)
+

+
∑︁
𝑚≥1
𝑚 ̸=𝑛

(−1)𝑚+1

𝑚(𝑛2 −𝑚2)
− 1

𝑛

∑︁
𝑚≥1
𝑚 ̸=𝑛

(−1)𝑚

𝑛2 −𝑚2

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒̃︀λ𝑛−(𝑛2+1) +

(−1)𝑛+1

2

(︃
−1+

1

𝑛
+

(︃
1− 1

𝑛

)︃∑︁
𝑚≥1
𝑚 ̸=𝑛

(−1)𝑚

𝑛2 −𝑚2
+

(︃
1− 1

𝑛

)︃∑︁
𝑚≥1
𝑚 ̸=𝑛

(−1)𝑚+1

𝑚(𝑛2 −𝑚2)

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒̃︀λ𝑛 − (𝑛2 + 1) +

(−1)𝑛+1

2

(︃
1− 1

𝑛

)︃(︃
−1 +

∑︁
𝑚≥1
�̸�=𝑛

(−1)𝑚

𝑛2 −𝑚2
+
∑︁
𝑚≥1
𝑚 ̸=𝑛

(−1)𝑚+1

𝑚(𝑛2 −𝑚2)

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒̃︀λ𝑛 − (𝑛2 + 1) +

(−1)𝑛+1

2

(︃
1− 1

𝑛

)︃(︃
−1 +

∑︁
𝑚≥1
�̸�=𝑛

(︃
1− 1

𝑚

)︃
(−1)𝑚

𝑛2 −𝑚2

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤
(𝑛2 + 1) · γ2(𝑛) · 2

𝑛
· 𝑛
𝑛2+1√︀

𝐷(𝑛)
=

2γ2(𝑛)√︀
(1− γ1(𝑛)− γ2(𝑛))2 − 4γ1(𝑛)γ2(𝑛)

.
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Входящие в правую часть этого выражения значения величин γ1(𝑛), γ2(𝑛) примут вид:

γ1(𝑛) =

(︃
α2
0𝑛

4 + 1

𝑛6
+

4

𝑛2

∑︁
𝑚≥1
�̸�=𝑛

𝑛4 +𝑚4

𝑚2|𝑛2 −𝑚2|2

)︃1/2

,

γ2(𝑛) = 2max

{︃
1

2𝑛− 1
;
|𝑎00|
4𝑛2

+
∑︁
𝑚≥1
𝑚 ̸=𝑛

1

|𝑛2 −𝑚2|

}︃
,

где α0 =
√︁

|𝑎00|2+|𝑎01|2
2

, 𝑎00 =
1
π

2π∫︀
0

𝑎0(𝑡)𝑑𝑡, 𝑎01 =
1
π

2π∫︀
0

𝑎1(𝑡)𝑑𝑡.

Используя интегральный признак Коши, получим:

∑︁
𝑚≥1
�̸�=𝑛

1

|𝑛2 −𝑚2|
≤
⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

1− 𝑛2

⃒⃒⃒⃒
⃒+

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛−1∫︁
1

𝑑𝑥

𝑥2 − 𝑛2

⃒⃒⃒⃒
⃒+

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

(𝑛+ 1)2 − 𝑛2

⃒⃒⃒⃒
⃒+

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∫︁
𝑛+1

𝑑𝑥

𝑥2 − 𝑛2

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=
1

𝑛2 − 1
+

1

2𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒ln
⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥− 𝑛

𝑥+ 𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛−1

1

⃒⃒⃒⃒
⃒+ 1

2𝑛+ 1
+

1

2𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒ln
⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥− 𝑛

𝑥+ 𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
∞

𝑛+1

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=
1

𝑛2 − 1
+

1

2𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒ln
⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

2𝑛− 1

⃒⃒⃒⃒
⃒− ln

⃒⃒⃒⃒
⃒1− 𝑛

1 + 𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒+ 1

2𝑛+ 1
+

1

2𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒ln
⃒⃒⃒⃒
⃒ lim𝑥→∞

𝑥− 𝑛

𝑥+ 𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒− ln

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

2𝑛+ 1

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=
1

𝑛2 − 1
+

1

2𝑛+ 1
+

1

2𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒ln 𝑛+ 1

(2𝑛− 1)(𝑛− 1)

⃒⃒⃒⃒
⃒+ 1

2𝑛
| ln(2𝑛+ 1)| =

=
1

𝑛2 − 1
+

1

2𝑛+ 1
+

1

2𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒ln 1 + 1

𝑛

(2𝑛− 3 + 1
𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒+ 1

2𝑛
ln(2𝑛+ 1) ≤ 𝑐1 ·

ln𝑛

𝑛
.

Тогда γ2(𝑛) ≤ 𝑐2 · α0 ln𝑛
𝑛

, и мы приходим к окончательной оценке собственных значений
оператора 𝐴−𝐵:⃒⃒⃒⃒

⃒̃︀λ𝑛 − (𝑛2 + 1) +
(−1)𝑛

2

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 2𝑐2α0 ln𝑛

𝑛
= 𝑐 · ln𝑛

𝑛
, 𝑐 = 2𝑐2α0.

Оценка на соответствующие проекторы Рисса имеет вид ([15, теорема 1.2.4, с. 43]):

‖ ̃︀𝑃𝑛 − 𝑃𝑛‖ ≤ 2γ1(𝑛)√︀
𝐷(𝑛) + 1− 3γ1(𝑛)− γ2(𝑛)

,

где ̃︀𝑃𝑛 есть проектор Рисса, построенный по спектральному множеству ̃︀σ𝑛 оператора
𝐴−𝐵. Учитывая, что норма берется в гильбертовом пространстве 𝐿2[0, 2π], получим:(︃ 2π∫︁

0

⃒⃒⃒⃒
⃒( ̃︀𝑃𝑛𝑥)(𝑡)− (𝑥(𝑡), 𝑒2𝑛−1(𝑡))𝑒2𝑛−1(𝑡)− (𝑥(𝑡), 𝑒2𝑛(𝑡))𝑒2𝑛(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑑𝑡

)︃1/2

=
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=

(︃ 2π∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
⃒( ̃︀𝑃𝑛𝑥)(𝑡)−

(︃ 2π∫︁
0

𝑥(𝑡) · 1√
π
cos𝑛𝑡𝑑𝑡

)︃
· 1√
π
cos𝑛𝑡 −

−
(︃ 2π∫︁

0

𝑥(𝑡) · 1√
π
sin𝑛𝑡𝑑𝑡

)︃
· 1√
π
sin𝑛𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑑𝑡

)︃1/2

=

=

(︃ 2π∫︁
0

⃒⃒⃒⃒
⃒( ̃︀𝑃𝑛𝑥)(𝑡)−

1

π

(︃ 2π∫︁
0

𝑥(𝑡) cos𝑛𝑡𝑑𝑡

)︃
cos𝑛𝑡 − 1

π

(︃ 2π∫︁
0

𝑥(𝑡) sin𝑛𝑡𝑑𝑡

)︃
sin𝑛𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑑𝑡

)︃1/2

≤

≤ 2γ1(𝑛)√︀
(1− γ1(𝑛)− γ2(𝑛))2 − 4γ1(𝑛)γ2(𝑛) + 1− 3γ1(𝑛)− γ2(𝑛)

≤ 𝑐(𝑛)γ1(𝑛)

для 𝑛 ≥ 1 и некоторой последовательности 𝑐 > 0, где lim
𝑛→∞

𝑐(𝑛) = 1. Теорема доказана.

Следующее утверждение, справедливое для рассматриваемого оператора (1), сле-
дует из работы [14].
Лемма 2. Пусть функции 𝑎0, 𝑎1 ∈ 𝐿2[0, 2π]. Тогда, начиная с некоторого натурально-
го 𝑛0, оператор 𝐴−𝐵 подобен оператору 𝐴−𝐽𝑛𝑋

*(𝑛), 𝑛 ≥ 𝑛0, где 𝑋*(𝑛) представим
в виде (6), и ‖𝑃 (Δ1(𝑛), 𝐴)− 𝑃 (̃︀Δ1(𝑛), 𝐴−𝐵)‖ → 0 при 𝑛 → ∞.
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SPECTRAL PROPERTIES OF SECOND ORDER DIFFERENTIAL OPERATOR
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Abstract. In this work we study the spectral properties of the operator
acting in the Hilbert space 𝐿2[0, 2π] defined by the differential expression ℒ𝑦 =
= −𝑦 + 𝑦 and nonlocal boundary conditions

𝑦(0) = 𝑦(2π) +

2π∫︁
0

𝑎0(𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡, �̇�(0) = �̇�(2π) +

2π∫︁
0

𝑎1(𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡.

Here 𝑎0 and 𝑎1 are functions from 𝐿2[0, 2π].
To investigate spectrum of the operator, ℒ is used adjoint of the operator

ℒ* one defined by the differential expression (ℒ*𝑥)(𝑡) = (𝐴𝑥)(𝑡) − (𝐵𝑥)(𝑡) and
boundary conditions 𝑥(0) = 𝑥(2π), �̇�(0) = �̇�(2π), with 𝐴 generated by the
differential expression 𝐴𝑥 = −�̈�+ 𝑥 with the domain

𝐷(𝐴) = {𝑥 ∈ 𝐿2[0, 2π] : 𝑥, �̇� ∈ 𝐶[0, 2π], �̈� ∈ 𝐿2[0, 2π],

𝑥(0) = 𝑥(2π), �̇�(0) = �̇�(2π)},
and (𝐵𝑥)(𝑡) = �̇�(2π)𝑎0(𝑡)− 𝑥(2π)𝑎1(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 2π], 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴).

As a method of studying the spectral properties of the operator 𝐴 − 𝐵 the
similar operators method serves.

One of the main results is the following theorem.
Theorem 3. Let functions 𝑎0 and 𝑎1 of bounded variation on a segment

[0, 2π] and sequences γ1,γ2 : N → R+ = [0,∞) defined by formulas:

γ1(𝑛) =

(︃
α2
0𝑛

4 + 1

𝑛6
+

4

𝑛2

∑︁
𝑚≥1
�̸�=𝑛

𝑛4 +𝑚4

𝑚2|𝑛2 −𝑚2|2

)︃1/2

< ∞,

γ2(𝑛) = 2max

{︃
1

2𝑛− 1
;
|𝑎00|
4𝑛2

+
∑︁
𝑚≥1
𝑚 ̸=𝑛

1

|𝑛2 −𝑚2|

}︃
< ∞

and

α0 =

√︃
|𝑎00|2 + |𝑎01|2

2
, 𝑎00 =

1

π

2π∫︁
0

𝑎0(𝑡)𝑑𝑡, 𝑎01 =
1

π

2π∫︁
0

𝑎1(𝑡)𝑑𝑡.
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Let conditions lim
𝑛→∞

γ1(𝑛) = 0, lim
𝑛→∞

γ2(𝑛) = 0 hold true. Then the spectrum

σ(𝐴 − 𝐵) of operator 𝐴 − 𝐵 can be represented as σ(𝐴 − 𝐵) =
⋃︀
𝑛≥1

̃︀σ𝑛 where

̃︀σ𝑛, 𝑛 ≥ 1, — no more than set of two points. Provided that the estimates:⃒⃒⃒⃒
⃒̃︀λ𝑛 − (𝑛2 + 1) +

(−1)𝑛

2

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝑐 · ln𝑛

𝑛
,

where ̃︀λ𝑛 — the weighted mean of eigenvalues in ̃︀σ𝑛.
Equally satisfy estimates:(︃ 2π∫︁

0

⃒⃒⃒⃒
⃒( ̃︀𝑃𝑛𝑥)(𝑡)−

1

π

(︃ 2π∫︁
0

𝑥(𝑡) cos𝑛𝑡𝑑𝑡

)︃
cos𝑛𝑡 −

− 1

π

(︃ 2π∫︁
0

𝑥(𝑡) sin𝑛𝑡𝑑𝑡

)︃
sin𝑛𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑑𝑡

)︃1/2

≤ 𝑐(𝑛)γ1(𝑛), 𝑛 ≥ 1,

for some sequence c>0 where lim
𝑛→∞

𝑐(𝑛) = 1. Here ̃︀𝑃𝑛 is the Riesz projector

constructed by spectral of set ̃︀σ𝑛 of operator 𝐴−𝐵.

Key words: eigenvalues, operator spectrum, differential operator of second
order operator, spectrum asymptotic, similar operators method.
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