
www.volsu.ru МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА

DOI: https://doi.org/10.15688/mpcm.jvolsu.2018.4.1

УДК 517.956
ББК 22.161

КРИТЕРИЙ ОДНОЗНАЧНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ
СПЕКТРАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ

В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБЛАСТИ ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА
МНОГОМЕРНЫХ ГИПЕРБОЛО-ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ

УРАВНЕНИЙ 1

Серик Аймурзаевич Алдашев
Доктор физико-математических наук, профессор кафедры математики
и математического моделирования,
Казахский национальный педагогический университет им. Абая
aldash51@mail.ru
ул. Толе би, 86, 0500012 г. Алматы, Казахстан

Аннотация. В цилиндрической области евклидова пространства для од-
ного класса многомерных гиперболо-эллиптических уравнений рассматрива-
ется спектральная задача Дирихле. Решение ищется в виде разложения по
многомерным сферическим функциям. Доказаны теоремы существования и
единственности решения. Получены условия однозначной разрешимости по-
ставленной задачи, которые существенно зависят от высоты цилиндра.

Ключевые слова: критерий, разрешимость, спектральная задача, урав-
нения, многомерная область.

Введение

Двумерные спектральные задачи для уравнений гиперболо-эллиптического типа
интенсивно изучаются [7; 11–14], однако, насколько нам известно, их многомерные ана-
логи исследованы мало [1–3; 5].

В работе получен критерий однозначной разрешимости спектральной задачи Дири-
хле в цилиндрической области для одного класса многомерных гиперболо-эллиптических
уравнений.
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1. Постановка задачи и результат

Пусть Ωαβ — цилиндрическая область евклидова пространства 𝐸𝑚+1 точек
(𝑥1, ..., 𝑥𝑚, 𝑡), ограниченная цилиндром Γ = {(𝑥, 𝑡) : |𝑥| = 1}, плоскостями 𝑡 = α > 0 и
𝑡 = β < 0, где |𝑥| — длина вектора 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑚).

Обозначим через Ωα и Ωβ части области Ωαβ, а через Γα, Γβ — части поверхно-
сти Γ, лежащие соответственно в полупространствах 𝑡 > 0 и 𝑡 < 0; σα — верхнее, а
σβ — нижнее основание области Ωαβ.

Пусть далее 𝑆 — общая часть границ областей Ωα, Ωβ, представляющее множество
{𝑡 = 0, 0 < |𝑥| < 1} в 𝐸𝑚.

В области Ωαβ рассмотрим многомерные смешанно гиперболо-эллиптические урав-
нения со спектральным действительным параметром γ

Δ𝑥𝑢− sgn 𝑡𝑢𝑡𝑡 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖
+ 𝑏(𝑥, 𝑡)𝑢𝑡 + 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑢 = γ𝑢, (1)

где Δ𝑥 — оператор Лапласа по переменным 𝑥1, . . . 𝑥𝑚, 𝑚 ≥ 2.
В качестве многомерной спектральной задачи Дирихле рассмотрим следующую за-

дачу.
Задача 𝒟. Найти решение уравнения (1) в области Ωαβ при 𝑡 ̸= 0 из класса

𝐶(Ω̄αβ) ∩ 𝐶1(Ωαβ) ∩ 𝐶2(Ωα ∪ Ωβ), удовлетворяющее краевым условиям

𝑢
⃒⃒⃒
σα

= 0, 𝑢
⃒⃒⃒
Γα

= 0, (2)

𝑢
⃒⃒⃒
Γβ

= 0, 𝑢
⃒⃒⃒
σβ

= 0. (3)

В дальнейшем нам удобно перейти от декартовых координат 𝑥1, ..., 𝑥𝑚, 𝑡 к сфери-
ческим 𝑟, θ1,...,θ𝑚−1, 𝑡, где 𝑟 ≥ 0, 0 ≤ θ1 < 2π, 0 ≤ θ𝑖 ≤ π, 𝑖 = 2, 3, ...,𝑚− 1.

Пусть
{︀
𝑌 𝑘
𝑛,𝑚(θ)

}︀
— система линейно независимых сферических функций порядка

𝑛, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑘𝑛, (𝑚−2)!𝑛!𝑘𝑛 = (𝑛+𝑚−2)!(2𝑛+𝑚−2), 𝑊 𝑙
2(𝑆0), 𝑙 = 0, 1, ... — пространства

Соболева.
Имеют место следующие утверждения [10].

Лемма 1. Пусть 𝑓(𝑟, θ) ∈ 𝑊 𝑙
2(𝑆). Если 𝑙 ≥ 𝑚− 1, то ряд

𝑓(𝑟, θ) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑘𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘
𝑛(𝑟)𝑌

𝑘
𝑛,𝑚(θ), (4)

а также ряды, полученные из него дифференцированием порядка 𝑝 ≤ 𝑙 − 𝑚 + 1,
сходятся абсолютно и равномерно, при этом

𝑓𝑘
𝑛(𝑟) =

∫︁
𝐻

𝑓(𝑟, θ)𝑌 𝑘
𝑛,𝑚(θ)𝑑𝐻,

где 𝐻 — единичная сфера в 𝐸𝑚.
Лемма 2. Для того чтобы 𝑓(𝑟, θ) ∈ 𝑊 𝑙

2(𝑆), необходимо и достаточно, чтобы коэф-
фициенты ряда (4) удовлетворяли неравенствам

|𝑓 1
0 (𝑟)| ≤ 𝑐1,

∞∑︁
𝑛=1

𝑘𝑛∑︁
𝑘=1

𝑛2𝑙|𝑓𝑘
𝑛(𝑟)|2 ≤ 𝑐2, 𝑐1, 𝑐2 = const.
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Через ̃︀𝑎𝑘𝑖𝑛(𝑟, 𝑡), 𝑎𝑘𝑖𝑛(𝑟, 𝑡), ̃︀𝑏𝑘𝑛(𝑟, 𝑡), ̃︀𝑐𝑘𝑛(𝑟, 𝑡), ̃︀𝑑𝑘𝑛(𝑟, 𝑡), ρ𝑘𝑛 обозначим коэффициенты раз-
ложения ряда (4) соответственно функций 𝑎𝑖(𝑟, θ, 𝑡)ρ(θ), 𝑎𝑖

𝑥𝑖

𝑟
ρ, 𝑏(𝑟, θ, 𝑡)ρ, 𝑐(𝑟, θ, 𝑡)ρ,

𝑑(𝑟, θ, 𝑡)ρ, ρ(θ), 𝑖 = 1, ...,𝑚, причем ρ(θ) ∈ 𝐶∞(𝐻).
Пусть 𝑎𝑖(𝑟, θ, 𝑡), 𝑏(𝑟, θ, 𝑡), 𝑐(𝑟, θ, 𝑡) ∈ 𝑊 𝑙

2(Ωαβ) ⊂ 𝐶(�̄�αβ), 𝑙 ≥ 𝑚 + 1, 𝑖 = 1, ...,𝑚.
Тогда справедлив критерий.
Теорема 1. При γ ̸= −µ2𝑠,𝑛 задача 𝒟 имеет только тривиальное решение, тогда и
только тогда, когда выполняется условие

cosα
√
µ shβ

√
µ ̸= sinα

√
µ chβ

√
µ, µ = γ+ µ2𝑠,𝑛 > 0, (5)

или
chα

√︁
|µ| sinβ

√︁
|µ| ≠ shα

√︁
|µ| cosβ

√︁
|µ|, µ = γ+ µ2𝑠,𝑛 < 0, (6)

где µ𝑠,𝑛 — положительные нули функций Бесселя первого рода 𝐽
𝑛+

(𝑚−2)
2

(𝑧), 𝑠 =

= 1, 2, . . .

Отметим, что при 𝑎𝑖(𝑥, 𝑡) = 𝑏(𝑥, 𝑡) = 𝑐(𝑥, 𝑡) = 0, 𝑖 = 1, ...,𝑚 эта теорема получена
в [3].

2. Доказательство теоремы

В сферических координатах уравнение (1) в области Ωα имеет вид

𝐿1𝑢 ≡ 𝑢𝑟𝑟 +
𝑚− 1

𝑟
𝑢𝑟 −

1

𝑟2
δ𝑢− 𝑢𝑡𝑡 +

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑟, θ, 𝑡)𝑢𝑥𝑖
+ 𝑏(𝑟, θ, 𝑡)𝑢𝑡 + 𝑐(𝑟, θ, 𝑡)𝑢 = γ𝑢, (7)

δ ≡ −
𝑚−1∑︁
𝑗=1

1

𝑔𝑗 sin
𝑚−𝑗−1 θ𝑗

𝜕

𝜕θ𝑗

(︂
sin𝑚−𝑗−1 𝜕

𝜕θ𝑗

)︂
,

𝑔1 = 1, 𝑔𝑗 = (sin θ1... sin θ𝑗−1)
2, 𝑗 > 1.

Известно (см. [10]), что спектр оператора δ состоит из собственных чисел λ𝑛 =
= 𝑛(𝑛+𝑚− 2), 𝑛 = 0, 1, . . . , каждому из которых соответствует 𝑘𝑛 ортонормированных
собственных функций 𝑌 𝑘

𝑛,𝑚(θ).
Искомое решение задачи 𝒟 в области Ωα будем искать в виде

𝑢(𝑟, θ, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑘𝑛∑︁
𝑘=1

�̄�𝑘
𝑛(𝑟, 𝑡)𝑌

𝑘
𝑛,𝑚(θ), (8)

где �̄�𝑘
𝑛(𝑟, 𝑡) — функции, подлежащие определению.
Подставив (8) в (7), умножив полученное выражение на ρ(θ) ̸= 0 и проинтегриро-

вав по единичной сфере 𝐻 для 𝑢𝑘
𝑛, получим [4]

ρ10�̄�
1
0𝑟𝑟 − ρ10�̄�1

0𝑡𝑡 +

(︂
𝑚− 1

𝑟
ρ10 +

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑎1𝑖0

)︂
�̄�1
0𝑟 + �̃�10�̄�

1
0𝑡 + 𝑐10�̄�

1
0 − γρ10�̄�1

0 +

+
∞∑︀
𝑛=1

𝑘𝑛∑︀
𝑘=1

{︂
ρ𝑘𝑛�̄�

𝑘
𝑛𝑟𝑟 − ρ𝑘𝑛�̄�𝑘

𝑛𝑡𝑡 +

(︂
𝑚− 1

𝑟
ρ𝑘𝑛 +

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑎𝑘𝑖𝑛

)︂
�̄�𝑘
𝑛𝑟 + �̃�𝑘𝑛�̄�

𝑘
𝑛𝑡 +

+

[︂
𝑐𝑘𝑛 − λ𝑛

ρ𝑘𝑛
𝑟2

+
𝑚∑︀
𝑖=1

(�̃�𝑘𝑖𝑛−1 − 𝑛𝑎𝑘𝑛)

]︂
�̄�𝑘
𝑛 − γρ𝑘𝑛�̄�𝑘

𝑛

}︂
= 0.

(9)
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Теперь рассмотрим бесконечную систему дифференциальных уравнений

ρ10�̄�
1
0𝑟𝑟 − ρ10�̄�1

0𝑡𝑡 +
𝑚− 1

𝑟
ρ10�̄�

1
0𝑟 = γρ10�̄�

1
0, (10)

ρ𝑘1�̄�
𝑘
1𝑟𝑟 − ρ𝑘1�̄�𝑘

1𝑡𝑡 +
𝑚− 1

𝑟
ρ𝑘1�̄�

𝑘
1𝑟 −

λ1

𝑟2
ρ𝑘1�̄�

𝑘
1 =

= γρ𝑘1�̄�
𝑘
1 −

1

𝑘1

(︃
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎1𝑖0�̄�
1
0𝑟 + �̃�10�̄�

1
0𝑡 + 𝑐10�̄�

1
0

)︃
, 𝑛 = 1, 𝑘 = 1, 𝑘1, (11)

ρ𝑘𝑛�̄�
𝑘
𝑛𝑟𝑟 − ρ𝑘𝑛�̄�𝑘

𝑛𝑡𝑡 +
𝑚− 1

𝑟
ρ𝑘𝑛�̄�

𝑘
𝑛𝑟 −

λ𝑛

𝑟2
ρ𝑘𝑛�̄�

𝑘
𝑛 = γρ𝑘𝑛�̄�

𝑘
𝑛 −

− 1

𝑘𝑛

𝑘𝑛−1∑︁
𝑘=1

{︃
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑘𝑖𝑛−1�̄�
𝑘
𝑛−1𝑟 + �̃�𝑘𝑛−1�̄�

𝑘
𝑛−1𝑡 +

[︃
𝑐𝑘𝑛−1 +

𝑚∑︁
𝑖=1

(�̃�𝑘𝑖𝑛−2 − (𝑛− 1)𝑎𝑘𝑖𝑛−1)

]︃
�̄�𝑘
𝑛−1

}︃
,

𝑘 = 1, 𝑘𝑛, 𝑛 = 2, 3 . . . (12)

Суммируя уравнения (11) от 1 до 𝑘1, а уравнение (12) — от 1 до 𝑘𝑛, а затем сложив
полученные выражения с (10), приходим к уравнению (9).

Отсюда следует, что если
{︀
�̄�𝑘
𝑛

}︀
, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . — решение системы (10)–

(12), то оно является и решением уравнения (9).
Нетрудно заметить, что каждое уравнение системы (10)–(12) можно представить в

виде

�̄�𝑘
𝑛𝑟𝑟 − �̄�𝑘

𝑛𝑡𝑡 +
𝑚− 1

𝑟
�̄�𝑘
𝑛𝑟 −

λ𝑛

𝑟2
�̄�𝑘
𝑛 = γ�̄�𝑘

𝑛 + 𝑓𝑘
𝑛(𝑟, 𝑡), (13)

где 𝑓𝑘
𝑛(𝑟, 𝑡) определяются из предыдущих уравнений этой системы, при этом 𝑓 1

0 (𝑟, 𝑡) ≡ 0.
Далее из краевого условия (2), в силу (8), будем иметь

�̄�𝑘
𝑛(𝑟,α) = 0, �̄�𝑘

𝑛(1, 𝑡) = 0, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛, 𝑛 = 0, 1 . . . . (14)

В (13), (14), произведя замену �̄�𝑘
𝑛(𝑟, 𝑡) = 𝑟

(1−𝑚)
2 𝑢𝑘

𝑛(𝑟, 𝑡), получим

𝐿𝑢𝑘
𝑛 ≡ 𝑢𝑘

𝑛𝑟𝑟 − 𝑢𝑘
𝑛𝑡𝑡 +

λ̄𝑛

𝑟2
𝑢𝑘
𝑛 = γ𝑢𝑘

𝑛 + 𝑓𝑘
𝑛(𝑟, 𝑡), (15)

𝑢𝑘
𝑛(𝑟,α) = 0, 𝑢𝑘

𝑛(1, 𝑡) = 0, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . (16)

λ̄𝑛 =
[(𝑚− 1)(3−𝑚)− 4λ𝑛]

4
, . . . 𝑓𝑘

𝑛(𝑟, 𝑡) = 𝑟
(𝑚−1)

2 𝑓𝑘
𝑛(𝑟, 𝑡).

Решение задачи (15), (16) будем искать в виде

𝑢𝑘
𝑛(𝑟, 𝑡) =

∞∑︁
𝑠=1

𝑅𝑠(𝑟)𝑇𝑠(𝑡), (17)

при этом пусть

𝑓𝑘
𝑛(𝑟, 𝑡) =

∞∑︁
𝑠=1

𝑎𝑘𝑛𝑠(𝑡)𝑅𝑠(𝑟). (18)
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Подставляя (17) в (15), (16), с учетом (18), получим

𝑅𝑠𝑟𝑟 +
λ̄𝑛

𝑟2
𝑅𝑠 + (µ− γ)𝑅𝑠 = 0, 0 < 𝑟 < 1, (19)

𝑅𝑠(1) = 0,
⃒⃒
𝑅𝑠(0)

⃒⃒
< ∞, (20)

𝑇𝑠𝑡𝑡 + µ𝑇𝑠(𝑡) = −𝑎𝑘𝑛𝑠(𝑡), 0 < 𝑡 < α, (21)

𝑇𝑠(α) = (0). (22)

Ограниченным решением задачи (19), (20) является [9]

𝑅𝑠(𝑟) =
√
𝑟𝐽ν(µ𝑠,𝑛𝑟), (23)

где ν = 𝑛+ (𝑚−2)
2

, µ = µ2𝑠,𝑛 + γ.
Общее решение уравнения (21) представимо в виде [9]

𝑇𝑠,𝑛(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐1𝑠 cos 𝑡
√
µ+ 𝑐2𝑠 sin 𝑡

√
µ+

cos 𝑡
√
µ

√
µ

𝑡∫︀
0

𝑎𝑘𝑛𝑠(ξ) sin ξ
√
µ𝑑ξ−

−
sin 𝑡

√
µ

√
µ

𝑡∫︀
0

𝑎𝑘𝑛𝑠(ξ) cos ξ
√
µ𝑑ξ, µ > 0,

𝑐1𝑠 + 𝑐2𝑠𝑡−
𝑡∫︀
0

(𝑡− ξ)𝑎𝑘𝑛𝑠(ξ)𝑑ξ, µ = 0,

𝑐1𝑠 ch 𝑡
√︀
|µ|+ 𝑐2𝑠 sh 𝑡

√︀
|µ|+ ch 𝑡

√︀
|µ|√︀

|µ|

𝑡∫︀
0

𝑎𝑘𝑛𝑠(ξ) sh ξ
√︀
|µ|𝑑ξ−

−sh 𝑡
√︀
|µ|√︀

|µ|

𝑡∫︀
0

𝑎𝑘𝑛𝑠(ξ) ch ξ
√︀
|µ|𝑑ξ, µ < 0,

(24)

где 𝑐1𝑠, 𝑐2𝑠 — произвольные постоянные. Откуда, учитывая условие (22), получим сле-
дующее

𝑇𝑠,𝑛(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐1𝑠 cosα
√
µ+ 𝑐2𝑠 sinα

√
µ =

sinα
√
µ

√
µ

α∫︀
0

𝑎𝑘𝑛𝑠(ξ) cos ξ
√
µ𝑑ξ−

−
cosα

√
µ

√
µ

α∫︀
0

𝑎𝑘𝑛𝑠(ξ) sin ξ
√
µ𝑑ξ, µ > 0,

𝑐1𝑠 + 𝑐2𝑠α =
α∫︀
0

(α− ξ)𝑎𝑘𝑛𝑠(ξ)𝑑ξ, µ = 0,

𝑐1𝑠 chα
√︀
|µ|+ 𝑐2𝑠 shα

√︀
|µ| = shα

√︀
|µ|√︀

|µ|

α∫︀
0

𝑎𝑘𝑛𝑠(ξ) ch ξ
√
µ𝑑ξ−

−chα
√︀
|µ|√︀

|µ|

α∫︀
0

𝑎𝑘𝑛𝑠(ξ) sh ξ
√︀
|µ|𝑑ξ, µ < 0.

(25)

Подставляя (23) в (18), получим

𝑟−
1
2𝑓𝑘

𝑛(𝑟, 𝑡) =
∞∑︁
𝑠=1

𝑎𝑘𝑛𝑠(𝑡)𝐽ν(µ𝑠,𝑛𝑟), 0 < 𝑟 < 1. (26)
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Ряд (26) — разложение в ряд Фурье — Бесселя ([6]), если

𝑎𝑘𝑛𝑠(𝑡) =
2

[𝐽ν+1(µ𝑠,𝑛)]2

1∫︁
0

√
ξ𝑓𝑘

𝑛(ξ, 𝑡)𝐽ν(µ𝑠,𝑛ξ)𝑑ξ, (27)

где µ𝑠,𝑛, 𝑠 = 1, 2, . . . — положительные нули функций Бесселя 𝐽ν(𝑧), расположенные в
порядке возрастания их величины.

Из (23), (24) получим решение задачи (15), (16)

𝑢𝑘
𝑛(𝑟, 𝑡) =

∞∑︁
𝑠=1

√
𝑟𝑇𝑠,𝑛(𝑡)𝐽ν(µ𝑠,𝑛𝑟), (28)

где 𝑎𝑘𝑛𝑠(𝑡) находится из (26).
Следовательно, сначала решив задачу (10)–(12) (𝑛 = 0), а затем (11), (12) с (𝑛 = 1)

и т. д., найдем последовательно всех 𝑢𝑘
𝑛(𝑟, 𝑡) из (28), 𝑘 = 1, 𝑘𝑛, . . . 𝑛 = 0, 1, . . .

Итак, в области Ωα имеет место равенство∫︁
𝐻

ρ(θ)(𝐿1 − γ)𝑢𝑑𝐻 = 0. (29)

Пусть 𝑓(𝑟, θ, 𝑡) = 𝑅(𝑟)ρ(θ)𝑇 (𝑡), причем 𝑅(𝑟) ∈ 𝑉0, 𝑉0 — плотна в 𝐿2((0, 1)), ρ(θ) ∈
∈ 𝐶∞(𝐻) — плотна в 𝐿2(𝐻), 𝑇 (𝑡) ∈ 𝑉1, 𝑉1 — плотна в 𝐿2((0,α)). Тогда 𝑓(𝑟, θ, 𝑡) ∈ 𝑉 ,
𝑉 = 𝑉0 ⊗𝐻 ⊗ 𝑉1 — плотна в 𝐿2(Ωα) [8].

Отсюда и из (29) следует, что∫︁
Ωα

𝑓(𝑟, θ, 𝑡)(𝐿1 − γ)𝑢𝑑Ωα = 0

и
𝐿1𝑢 = γ𝑢, ∀(𝑟, θ, 𝑡) ∈ Ωα.

Теперь переходим в области Ωβ к первой краевой задаче для уравнения

𝐿2𝑢 ≡ 𝑢𝑟𝑟 +
𝑚− 1

𝑟
𝑢𝑟 −

1

𝑟2
δ𝑢+ 𝑢𝑡𝑡 +

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑟, θ, 𝑡)𝑢𝑥𝑖
+ 𝑏(𝑟, θ, 𝑡)𝑢𝑡 + 𝑐(𝑟, θ, 𝑡)𝑢 = γ𝑢 (30)

с условием (3).
Решение задачи (30), (3) будем искать в виде (7).
Подставляя (8) в (30), будем иметь

ρ10�̄�
1
0𝑟𝑟 + ρ

1
0�̄�

1
0𝑡𝑡 +

(︃
𝑚− 1

𝑟
ρ10 +

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎1𝑖0

)︃
�̄�1
0𝑟 +

̃︀𝑏10�̄�1
0𝑡 + ̃︀𝑐10�̄�1

0 − γρ10�̄�1
0 +

+
∞∑︁
𝑛=1

𝑘𝑛∑︁
𝑘=1

{︃
ρ𝑘𝑛�̄�

𝑘
𝑛𝑟𝑟 + ρ

𝑘
𝑛�̄�

𝑘
𝑛𝑡𝑡 +

(︃
𝑚− 1

𝑟
ρ𝑘𝑛 +

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑘𝑖𝑛

)︃
�̄�𝑘
𝑛𝑟 + �̃�𝑘𝑛�̄�

𝑘
𝑛𝑡 +

+

[︃̃︀𝑐𝑘𝑛 − λ𝑛ρ𝑘𝑛𝑟2 +
𝑚∑︁
𝑖=1

(̃︀𝑎𝑘𝑖𝑛−1 − 𝑛𝑎𝑘𝑖𝑛)

]︃
�̄�𝑘
𝑛 − γρ𝑘𝑛�̄�𝑘

𝑛

}︃
= 0. (31)
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Теперь рассмотрим бесконечную систему дифференциальных уравнений

ρ10�̄�
1
0𝑟𝑟 + ρ

1
0�̄�

1
0𝑡𝑡 +

𝑚− 1

𝑟
ρ10�̄�

1
0𝑟 = γρ10�̄�

1
0, (32)

ρ𝑘1�̄�
𝑘
1𝑟𝑟 + ρ

𝑘
1�̄�

𝑘
1𝑡𝑡 +

𝑚− 1

𝑟
ρ𝑘1�̄�

𝑘
1𝑟 −

λ1

𝑟2
ρ𝑘1�̄�

𝑘
1 = γρ10𝑢

𝑘
1 −

− 1

𝑘1

(︃
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎1𝑖0�̄�
1
0𝑟 +

̃︀𝑏10�̄�1
0𝑡 + ̃︀𝑐10�̄�1

0

)︃
, 𝑛 = 1, 𝑘 = 1, 𝑘1, (33)

ρ𝑘𝑛�̄�
𝑘
𝑛𝑟𝑟 + ρ

𝑘
𝑛�̄�

𝑘
𝑛𝑡𝑡 +

𝑚− 1

𝑟
ρ𝑘𝑛�̄�

𝑘
𝑛𝑟 −

λ𝑛

𝑟2
ρ𝑘𝑛�̄�

𝑘
𝑛 = γρ𝑘𝑛�̄�

𝑘
𝑛 −

− 1

𝑘𝑛

𝑘𝑛−1∑︁
𝑘=1

{︃
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑘𝑖𝑛−1�̄�
𝑘
𝑛−1𝑟 + �̃�𝑘𝑛−1�̄�

𝑘
𝑛−1𝑡 + [̃︀𝑐𝑘𝑛−1 +

𝑚∑︁
𝑖=1

(̃︀𝑎𝑘𝑖𝑛−2 − (𝑛− 1)𝑎𝑘𝑖𝑛−1)]�̄�
𝑘
𝑛−1

}︃
,

𝑘 = 1, 𝑘𝑛, 𝑛 = 2, 3, . . . (34)

Суммируя уравнения (33) от 1 до 𝑘1, а уравнения (34) — от 1 до 𝑘𝑛, а затем сложив
полученные выражения с (32), приходим к уравнению (31).

Отсюда следует, что если
{︀
�̄�𝑘
𝑛

}︀
, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . — решение системы (32)–

(34), то оно является и решением уравнения (31).
Нетрудно заметить, что каждое уравнение системы (32)–(34) можно представить в

виде

�̄�𝑘
𝑛𝑟𝑟 +

𝑚− 1

𝑟
�̄�𝑘
𝑛𝑟 + �̄�𝑘

𝑛𝑡𝑡 −
λ𝑛

𝑟2
�̄�𝑘
𝑛 = γ�̄�𝑘

𝑛 + 𝑔𝑘𝑛(𝑟, 𝑡), (35)

где 𝑔𝑘𝑛(𝑟, 𝑡) определяются из предыдущих уравнений этой системы, при этом 𝑔10(𝑟, 𝑡) ≡ 0.
Далее из краевого условия (3) в силу (8) будем иметь

�̄�𝑘
𝑛(𝑟,β) = 0, �̄�𝑘

𝑛(1, 𝑡) = 0, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . (36)

В (35) и (36), произведя замену �̄�𝑘
𝑛(𝑟, 𝑡) = 𝑟

(1−𝑚)
2 𝑢𝑘

𝑛(𝑟, 𝑡), получим

𝐿𝑢𝑘
𝑛 ≡ 𝑢𝑘

𝑛𝑟𝑟 + 𝑢𝑘
𝑛𝑡𝑡 +

λ̄𝑛

𝑟2
𝑢𝑘
𝑛 = γ𝑢𝑘

𝑛 + 𝑔𝑘𝑛(𝑟, 𝑡), (37)

𝑢𝑘
𝑛(𝑟,β) = 0, �̄�𝑘

𝑛(1, 𝑡) = 0, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . , (38)

𝑔𝑘𝑛(𝑟, 𝑡) = 𝑟
(𝑚−1)

2 𝑔𝑘𝑛(𝑟, 𝑡).

Решение задачи (37), (38) будем искать по формуле

𝑢𝑘
𝑛(𝑟, 𝑡) =

∞∑︁
𝑠=1

𝑅𝑠(𝑟)𝑉𝑠(𝑡), (17′)

при этом пусть

𝑔𝑘𝑛(𝑟, 𝑡) =
∞∑︁
𝑠=1

𝑏𝑘𝑛𝑠(𝑡)𝑅𝑠(𝑟). (39)

ISSN 2587-6325. Математ. физика и компьютер. моделирование. 2018. T. 21. № 4 11



МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА

Подставляя (17′) в (37), (38), с учетом (39), получим задачу (19), (20), решение
которой имеет вид (23), и задачу

𝑉𝑠𝑡𝑡 − µ𝑉𝑠 = 𝑏𝑘𝑛𝑠(𝑡), β < 𝑡 < 0, (40)

с условием
𝑉𝑠(β) = 0. (41)

Общее решение уравнения (40) представимо в виде ([10])

𝑉𝑠,𝑛(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐′1𝑠 ch 𝑡
√
µ+ 𝑐′2𝑠 sh 𝑡

√
µ+

ch 𝑡
√
µ

√
µ

0∫︀
𝑡

𝑏𝑘𝑛𝑠(ξ) sh ξ
√
µ𝑑ξ−

−
sh 𝑡

√
µ

√
µ

0∫︀
𝑡

𝑏𝑘𝑛𝑠(ξ) ch ξ
√
µ𝑑ξ, µ > 0,

𝑐′1𝑠 + 𝑐′2𝑠𝑡−
0∫︀
𝑡

𝑏𝑘𝑛𝑠(ξ)(𝑡− ξ)𝑑ξ, µ = 0,

𝑐′1𝑠 cos 𝑡
√︀
|µ|+ 𝑐′2𝑠 sin 𝑡

√︀
|µ|+ cos 𝑡

√︀
|µ|√︀

|µ|

0∫︀
𝑡

𝑏𝑘𝑛𝑠(ξ) sin ξ
√︀
|µ|𝑑ξ−

−sin 𝑡
√︀
|µ|√︀

|µ|

0∫︀
𝑡

𝑏𝑘𝑛𝑠(ξ) cos ξ
√︀
|µ|𝑑ξ, µ < 0,

(42)

Принимая во внимание условие (41), будем иметь

𝑉𝑠,𝑛(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐′1𝑠 chβ
√
µ+ 𝑐′2𝑠 shβ

√
µ =

shβ
√
µ

√
µ

0∫︀
β

𝑏𝑘𝑛𝑠(ξ) ch ξ
√
µ𝑑ξ−

−
chβ

√
µ

√
µ

0∫︀
β

𝑏𝑘𝑛𝑠(ξ) sh ξ
√
µ𝑑ξ, µ > 0,

𝑐′1𝑠 + 𝑐′2𝑠β =
0∫︀
β

𝑏𝑘𝑛𝑠(ξ)(β− ξ)𝑑ξ, µ = 0,

𝑐′1𝑠 cosβ
√︀
|µ|+ 𝑐′2𝑠 sinβ

√︀
|µ| = sinβ

√︀
|µ|√︀

|µ|

0∫︀
β

𝑏𝑘𝑛𝑠(ξ) cos ξ
√︀
|µ|𝑑ξ−

−cosβ
√︀
|µ|√︀

|µ|

0∫︀
β

𝑏𝑘𝑛𝑠(ξ) sin ξ
√︀
|µ|𝑑ξ, µ < 0.

(43)

Подставляя (23) в (39), получим

𝑟−
1
2 𝑔𝑘𝑛(𝑟, 𝑡) =

∞∑︁
𝑠=1

𝑏𝑘𝑛𝑠(𝑡)𝐽ν(µ𝑠,𝑛𝑟), 0 < 𝑟 < 1,

которая является рядом Фурье — Бесселя, если

𝑏𝑘𝑛𝑠(𝑡) =
2

[𝐽ν+1(µ𝑠,𝑛)]2

1∫︁
0

√
ξ𝑔𝑘𝑛(ξ, 𝑡)𝐽ν(µ𝑠,𝑛ξ)𝑑ξ. (44)

Из (23), (42) получим решение задачи (37), (38)

𝑢𝑘
𝑛(𝑟, 𝑡) =

∞∑︁
𝑠=1

√
𝑟𝑉𝑠,𝑛(𝑡)𝐽ν(µ𝑠,𝑛𝑟), (45)
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где 𝑏𝑘𝑛𝑠(𝑡) определяется из (44). Следовательно, сначала решив задачу (32), (36) (𝑛 = 0),
а затем (33), (36) (𝑛 = 1) и т. д., найдем последовательно все 𝑢𝑘

𝑛(𝑟, 𝑡) из (45), 𝑘 = 1, 𝑘𝑛,
𝑛 = 0, 1, . . .

Итак, в области Ωβ имеет место∫︁
𝐻

ρ(θ)(𝐿2 − γ)𝑢𝑑𝐻 = 0. (46)

Пусть 𝑓(𝑟, θ, 𝑡) = 𝑅(𝑟)ρ(θ)𝑇 (𝑡), причем 𝑅(𝑟) ∈ 𝑉0, 𝑉0 — плотна в 𝐿2((0, 1)), ρ(θ) ∈
∈ 𝐶∞(𝐻) — плотна в 𝐿2(𝐻), 𝑇 (𝑡) ∈ 𝑉1, 𝑉1 — плотна в 𝐿2((β, 0)). Тогда 𝑓(𝑟, θ, 𝑡) ∈ 𝑉 ,
𝑉 = 𝑉0 ⊗𝐻 ⊗ 𝑉1 — плотна в 𝐿2(Ωβ).

Отсюда и из (46) следует, что∫︁
Ωβ

𝑓(𝑟, θ, 𝑡)(𝐿2 − γ)𝑢𝑑Ωβ = 0

и
𝐿2𝑢 = 0, ∀(𝑟, θ, 𝑡) ∈ Ωβ.

Таким образом, решением задачи 𝒟 в областях Ωα и Ωβ являются функции

𝑢(𝑟, θ, 𝑡) ≡

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∞∑︀
𝑛=0

𝑘𝑛∑︀
𝑘=1

∞∑︀
𝑠=1

𝑟
(2−𝑚)

2 𝑇𝑠,𝑛(𝑡)𝐽𝑛+ (𝑚−2)
2

(µ𝑠,𝑛𝑟)𝑌
𝑘
𝑛,𝑚(θ), 𝑡 > 0,

∞∑︀
𝑛=0

𝑘𝑛∑︀
𝑘=1

∞∑︀
𝑠=1

𝑟
(2−𝑚)

2 𝑉𝑠,𝑛(𝑡)𝐽𝑛+ (𝑚−2)
2

(µ𝑠,𝑛𝑟)𝑌
𝑘
𝑛,𝑚(θ), 𝑡 < 0,

(47)

где 𝑇𝑠,𝑛(𝑡), 𝑉𝑠,𝑛(𝑡) определяются из (24), (42).
Так как искомое решение 𝑢 ∈ 𝐶(Ω̄αβ)∩𝐶1(Ωαβ), то из (8), (17) и (17′) следует, что

𝑇𝑠,𝑛(0) = 𝑉𝑠,𝑛(0), 𝑇 ′
𝑠,𝑛(0) = 𝑇 ′

𝑠,𝑛(0), то есть 𝑐1𝑠 = 𝑐′1𝑠, 𝑐2𝑠 = 𝑐′2𝑠.
Отсюда и из (25), (43) для неизвестных коэффициентов 𝑐1𝑠, 𝑐2𝑠 получим систему

алгебраических уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
µ(𝑐1𝑠 cosα

√
µ+ 𝑐2𝑠 sinα

√
µ) = sinα

√
µ
α∫︀
0

𝑎𝑘𝑛𝑠(ξ) cos ξ
√
µ𝑑ξ−

− cosα
√
µ
α∫︀
0

𝑎𝑘𝑛𝑠(ξ) sin ξ
√
µ𝑑ξ,

√
µ(𝑐1𝑠 chβ

√
µ+ 𝑐2𝑠 shβ

√
µ) = shβ

√
µ

0∫︀
𝑡

𝑏𝑘𝑛𝑠(ξ) ch ξ
√
µ𝑑ξ−

− chβ
√
µ

0∫︀
𝑡

𝑏𝑘𝑛𝑠(ξ) sh ξ
√
µ𝑑ξ,

(48)

при µ = γ+ µ2𝑠,𝑛 > 0. Для µ = γ+ µ2𝑠,𝑛 < 0 система будет иметь вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√︀
|µ|(𝑐1𝑠 chα

√︀
|µ|+ 𝑐2𝑠 shα

√︀
|µ|) = shα

√︀
|µ|

α∫︀
0

𝑎𝑘𝑛𝑠(ξ) ch ξ
√︀
|µ|𝑑ξ−

− chα
√︀
|µ|

α∫︀
0

𝑎𝑘𝑛𝑠(ξ) sh ξ
√︀
|µ|𝑑ξ,√︀

|µ|(𝑐1𝑠 cosβ
√︀
|µ|+ 𝑐2𝑠 sinβ

√︀
|µ|) = sinβ

√︀
|µ|

0∫︀
𝑡

𝑏𝑘𝑛𝑠(ξ) cos ξ
√︀
|µ|𝑑ξ−

− cosβ
√︀
|µ|

0∫︀
𝑡

𝑏𝑘𝑛𝑠(ξ) sin ξ
√︀
|µ|𝑑ξ.

(49)
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Если γ ̸= −µ2𝑠,𝑛 и выполняется условие (5) или (6), то из (27), (48) и (49) вытекает,
что 𝑐1𝑠 = 𝑐2𝑠 = 0, 𝑠 = 1, 2, . . .

Следовательно, из (24), (28), (42), (45) получим, что 𝑇𝑠,𝑛(𝑡) = 𝑉𝑠,𝑛(𝑡) = 0 и
𝑢𝑘
𝑛(𝑟, 𝑡) = 0, 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑘 = 1, 𝑘𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . .

Далее из (47), в свою очередь, получим 𝑢 = 0 в Ωαβ.
Пусть теперь условие (5) или (6) нарушено хотя бы для одного 𝑠 = 𝑙.
Тогда из (24), (42), (48), (49) следует, что нетривиальными решениями задачи 𝒟

при µ = γ+ µ2𝑙,𝑛 > 0 являются функции⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢(𝑟, θ, 𝑡) =
∞∑︀
𝑛=1

𝑘𝑛∑︀
𝑘=1

𝑛−𝑝𝑟
(2−𝑚)

2

[︂
𝑐1𝑙 cos 𝑡

√
µ+ 𝑐2𝑙 sin 𝑡

√
µ+

+
cos 𝑡

√
µ

√
µ

𝑡∫︀
0

𝑎𝑘𝑙𝑛(ξ) sin ξ
√
µ𝑑ξ−

−
sin 𝑡

√
µ

√
µ

𝑡∫︀
0

𝑎𝑘𝑙𝑛(ξ) cos ξ
√
µ𝑑ξ

]︂
𝐽
𝑛+

(𝑚−2)
2

(µ𝑙,𝑛𝑟)𝑌
𝑘
𝑛,𝑚(θ), 𝑡 > 0,

𝑢(𝑟, θ, 𝑡) =
∞∑︀
𝑛=1

𝑘𝑛∑︀
𝑘=1

𝑛−𝑝𝑟
(2−𝑚)

2

[︂
𝑐1𝑙 ch 𝑡

√
µ+ 𝑐2𝑙 sh 𝑡

√
µ+

+
ch 𝑡

√
µ

√
µ

𝑡∫︀
0

𝑏𝑘𝑙𝑛(ξ) sh ξ
√
µ𝑑ξ−

−
sh 𝑡

√
µ

√
µ

𝑡∫︀
0

𝑏𝑘𝑙𝑛(ξ) ch ξ
√
µ𝑑ξ

]︂
𝐽
𝑛+

(𝑚−2)
2

(µ𝑙,𝑛𝑟)𝑌
𝑘
𝑛,𝑚(θ), 𝑡 < 0.

(50)

В случае µ = γ+ µ2𝑙,𝑛 < 0 решения задачи 𝒟 имеют вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢(𝑟, θ, 𝑡) =
∞∑︀
𝑛=1

𝑘𝑛∑︀
𝑘=1

𝑛−𝑝𝑟
(2−𝑚)

2

[︂
𝑐1𝑙 ch 𝑡

√︀
|µ|+ 𝑐2𝑙 sh 𝑡

√︀
|µ|+

+
ch 𝑡
√︀
|µ|√︀

|µ|

𝑡∫︀
0

𝑎𝑘𝑙𝑛(ξ) sh ξ
√︀
|µ|𝑑ξ−

−sh 𝑡
√︀
|µ|√︀

|µ|

𝑡∫︀
0

𝑎𝑘𝑙𝑛(ξ) ch ξ
√︀
|µ|𝑑ξ

]︂
𝐽
𝑛+

(𝑚−2)
2

(µ𝑙,𝑛𝑟)𝑌
𝑘
𝑛,𝑚(θ), 𝑡 > 0,

𝑢(𝑟, θ, 𝑡) =
∞∑︀
𝑛=1

𝑘𝑛∑︀
𝑘=1

𝑛−𝑝𝑟
(2−𝑚)

2

[︂
𝑐1𝑙 cos 𝑡

√︀
|µ|+ 𝑐2𝑙 sin 𝑡

√︀
|µ|+

+
cos 𝑡

√︀
|µ|√︀

|µ|

0∫︀
𝑡

𝑏𝑘𝑙𝑛(ξ) sin ξ
√︀
|µ|𝑑ξ−

−sin 𝑡
√︀
|µ|√︀

|µ|

0∫︀
𝑡

𝑏𝑘𝑙𝑛(ξ) cos ξ
√︀
|µ|𝑑ξ

]︂
𝐽
𝑛+

(𝑚−2)
2

(µ𝑙,𝑛𝑟)𝑌
𝑘
𝑛,𝑚(θ), 𝑡 < 0.

(51)

Здесь и выше константы 𝑐1𝑙 ̸= 0, 𝑐2𝑙 ̸= 0.
Учитывая формулу 2𝐽 ′

ν(𝑧) = 𝐽ν−1(𝑧)− 𝐽ν+1(𝑧) (см. [6]) и оценки [10; 15],

𝐽ν(𝑧) =
√︁

2
π𝑧

cos
(︀
𝑧 − π

2
ν− π

4

)︀
+ 0

(︀
1

𝑧3/2

)︀
, ν ≥ 0,

|𝑘𝑛| ≤ 𝑐1𝑛
𝑚−2,⃒⃒⃒

𝜕𝑞

𝜕θ𝑞𝑗
𝑌 𝑘
𝑛,𝑚(θ)

⃒⃒⃒
≤ 𝑐2𝑛

𝑚
2
−1+𝑞,

𝑐1, 𝑐2 = const, 𝑗 = 1,𝑚− 1, 𝑞 = 0, 1, . . . ,
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а также леммы, ограничения на коэффициенты уравнения (1), как в [8], можно показать,
что если 𝑝 > 3𝑚

2
, то функции (50), (51) принадлежит необходимому классу гладкости

𝐶(Ω̄αβ) ∩ 𝐶1(Ωαβ) ∩ 𝐶2(Ωα ∪ Ωβ).
Следовательно, критерий для задачи 𝒟 установлен.
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THE CRITERION OF UNIQUE SOLVABILITY
OF THE DIRICHLET SPECTRAL PROBLEM

IN THE CYLINDRICAL DOMAIN FOR A CLASS
OF MULTI-DIMENSIONAL HYPERBOLIC-ELLIPTIC EQUATIONS

Serik Aymurzaevich Aldashev

Doctor of Physical and Mathematical Sciences, Professor,
Department of Mathematics and Mathematical Modeling,
Abay Kazakh National Pedagogical University
aldash51@mail.ru
Tole bi St., 86, 0500012 Almaty, Republic of Kazakhstan

Abstract. Multidimensional hyperbolic-elliptic equations describe important
physical, astronomical, and geometric processes. It is known that the oscillations
of elastic membranes in space according to the Hamilton principle can be modeled
by multidimensional hyperbolic equations. Assuming that the membrane is in
equilibrium in the bending position, Hamilton’s principle also yields multidimen-
sional elliptic equations.

Consequently, oscillations of elastic membranes in space can be modeled by
multidimensional hyperbolic-elliptic equations.

The author has previously studied the Dirichlet problem for multidimensional
hyperbolic-elliptic equations, where the unique solvability of this problem is
shown, essentially depends on the height of the entire cylindrical region under
consideration.

Two-dimensional spectral problems for equations of the hyperbolic-elliptic
type are intensively studied, however, as far as is known, their multidimensional
analogs are poorly studied.

In this paper, we obtain a criterion for the unique solvability of the Dirichlet
spectral problem in a cylindrical domain for a class of multidimensional hyperbolic-
elliptic equations.

Key words: criterion, solvability, spectral problem, equations, multidimen-
sional domain.
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