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Аннотация. Методами численного моделирования проведено исследова-
ние процессов взаимодействия бризерных решений в фазовом пространстве
(2 + 1)-мерной суперсимметричной 𝑂(3) нелинейной сигма-модели. Получе-
ны модели лобовых столкновений, где в зависимости от динамических пара-
метров системы наблюдаются процессы объединения бризеров, образования
связанных состояний (сдвоенных бризеров), столкновения и отражения, про-
хождения бризеров друг сквозь друга, а также их разрушения. Показано,
что бризеры 𝑂(3) нелинейной сигма-модели при взаимодействии более устой-
чивы относительно аналогичных решений уравнения синус-Гордона. При на-
личии ротационной изоспиновой динамики система бризерных полей после
столкновения излучая определенную часть энергии, сохраняет структурную
устойчивость с характерной периодической осцилляцией. Выявлены свойства
продольно-поперечных колебаний сдвоенных бризеров и скачкообразного уве-
личения скорости бризеров, отражающихся друг от друга после взаимодей-
ствия. Численные модели построены на основе методов теории конечных
разностных схем c использованием свойств стереографической проекции, с
учетом теоретико-групповых особенностей конструкций класса 𝑂(𝑁) нели-
нейных сигма-моделей теории поля. Разработан комплексный программный
модуль, реализующий алгоритм численного расчета.

Ключевые слова: нелинейная сигма-модель, разностная схема, стерео-
графическая проекция, сфера Блоха, усредненный лагранжиан, уравнение
синус-Гордона.
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Введение

Исследование процессов формирования, эволюции и взаимодействия пространствен-
но-однородных колебательных мод, которые можно интерпретировать как классические
модели составных частиц (например, поле мезонов), является нетривиальной задачей
в солитонной теории [1; 2; 4; 6; 11; 13; 16; 19–21; 23; 26]. Особым классом практических
задач в данной теории является поиск и исследование свойств локализованных коге-
рентных структур, обладающих собственной динамикой внутренней степени свободы —
так называемых пузырей, пульсонов, бионов [1; 2; 6; 19; 20], бризеров, световых пуль
[4; 11; 13; 16; 21; 23; 26]. В работе [14] был предложен один из вариантов асимптотиче-
ского решения данной задачи в рамках (2 + 1)-мерной 𝑂(3) нелинейной сигма-модели
(НСМ). В настоящей работе на основе результатов, полученных в работе [14] (см.
также [25]), проведением численных расчетов построены модели, описывающие про-
цессы взаимодействия бризерных решений (2 + 1)-мерной 𝑂(3) НСМ. Моделирование
процессов взаимодействия данных решений проведено с целью более подробного изу-
чения их реальной динамики [6] и структурной устойчивости. Полученные в работе
[14] двумерные осциллирующие решения сохраняют устойчивость в течение доста-
точно долгого времени численного моделирования (𝑡 ∈ [0; 270]), где потеря энергии
на излучение составляет: 𝐸𝑛𝑟𝑎𝑑 ≤ 5, 15 %. Заметим, что численные исследования ос-
циллирующих решений теоретико-полевых моделей с использованием вычислительных
процессоров имеют более чем полувековую историю (см., например, [1; 2; 6; 19; 20] и
указанную в них литературу). В частности, в работах [1; 2] были обнаружены и ис-
следованы метастабильные (с временем жизни порядка 103 периодов осцилляций) пуль-
сирующие солитоны, так называемые пульсоны уравнения синус-Гордона (УСГ) в сфе-
рическом трехмерном пространстве. Подробное исследование процессов взаимодействия
цилиндрически-симметричных пульсонов и так называемых 𝑄-солитонов проведено в
работах [6; 19; 20]. В частности, в указанных работах построены модели лобовых столк-
новений пульсонов и обнаружено, что при взаимодействии время жизни пульсонов оста-
ется таким же, как и в свободном состоянии. Также было показано, что существуют
некоторые критические величины v𝑐𝑟 скорости движения взаимодействующих пульсо-
нов, определяющие процесс образования их связанных состояний (v ≤ v𝑐𝑟) или выхода
из взаимодействия (v > v𝑐𝑟) с последующим их разрушением [6; 19].

В настоящей работе проведением экспериментов, аналогичных вышеуказанным для
бризерных решений 𝑂(3) НСМ, полученных в работе [14], показано, что данные реше-
ния являются более устойчивыми как в свободном состоянии, так и при их взаимодей-
ствии.

Плотность функции Лагранжа и гамильтониан исследуемой 𝑂(3) НСМ в стандарт-
ной (изоспиновой) параметризации можно записать в следующем виде (см., например,
работы [3; 5; 9; 10; 15; 17; 18; 22]):

𝐿 =
1

2
[𝜕µ𝑠𝑎𝜕

µ𝑠𝑎 − (1− 𝑠23)], (1)

𝐻 =
1

2
[(𝜕0𝑠𝑎)

2 + (𝜕1𝑠𝑎)
2 + (𝜕2𝑠𝑎)

2 + 1− 𝑠23], (2)

где S(𝑠1, 𝑠2, 𝑠3) = S(sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) единичный вектор — триплет реальных
скалярных полей, удовлетворяющих условию S2 = 1; 𝜕µ𝜕µ = 𝑔𝑖𝑘𝜕µ𝜕µ = 𝜕𝑡𝜕𝑡−𝜕𝑥𝜕𝑥−𝜕𝑦𝜕𝑦
(µ = 0, 1, 2; 𝑎 = 1, 2, 3); 𝑔𝑖𝑘 — метрический тензор (𝑖, 𝑘 = 1, 2, 3). Первое слагаемое
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в (1) является известным выражением функции Лагранжа НСМ в изотропном случае
[3; 5; 9; 10; 15; 17; 18; 22; 25]. Исследование настоящей работы проведено в рамках анизо-
тропной 𝑂(3) НСМ, где анизотропия выбрана в направлении 𝑠3-компоненты. Симметри-
ей модели является 𝑂(3) — симметрия динамики изотопического вектора (изовектора)
в блоховской сфере 𝑆2 = 𝑆𝑈(2)/𝑈(1) = 𝑆𝑂(3)/𝑆𝑂(2). Таким образом, состояние ис-
следуемой НСМ описывается движением точки на единичной двумерной сфере 𝑆 ⊂ R3,
эквивалентным движению конца изовектора S. Лагранжиан анизотропной 𝑂(3) НСМ
использован как в изоспиновой параметризации (1), так и в эквивалентных эйлеровой

𝐿 =
1

2
[𝜕µθ𝜕

µθ+ sin2 θ(𝜕µϕ𝜕
µϕ− 1)], (3)

и комплексной параметризациях

𝐿 = 2
𝜕µ𝑧𝜕

µ𝑧 − 𝑧𝑧

(1 + 𝑧𝑧)2
, (4)

где θ = θ(𝑡) ∈ [0; 2π] и ϕ = ϕ(𝑡) ∈ [0, 2π] — эйлеровы углы; 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, 𝑧 = 𝑥 −
− 𝑖𝑦. Соотношения между вышеуказанными параметризациями определяются на основе
применения свойств стереографической проекции сферы 𝑆2 на комплексную плоскость

𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 =
𝑠1 + 𝑖𝑠2
1± 𝑠3

= 𝑒𝑖ϕ tg
θ

2
. (5)

Необходимость перехода на комплексную параметризацию состоит в численном
подходе. Проблема заключается в том, что бесконечно большие величины, возникаю-
щие на полюсах блоховской сферы 𝑆2 в обычной стереографической проекции, приво-
дят к ошибке в машинном счете вследствие появления операции деления на ноль. Для
преодоления данной проблемы в работе [10] была предложена идея проецирования то-
чек нижней части сферы (𝑠3 < 0) на нижнюю комплексную плоскость, соответственно
точек верхней полусферы (𝑠3 > 0) на дополнительную, верхнюю комплексную плос-
кость. Таким образом, при эволюции вектора изотопического спина на верхней/нижней
части сферы расчеты проведены в верхней/нижней комплексной плоскости. Далее по
«экватору» (𝑠3 = 0) специальным образом проводится «сшивка». В итоге получим пара-
метризацию 𝑂(3) НСМ в комплексном виде (4).

Соответствующие уравнения Лагранжа — Эйлера для 𝑂(3) НСМ (1), (3) и (4)
принимают следующий вид:

𝜕µ𝜕
µ𝑠𝑖 + 𝑠𝑖(𝜕µ𝑠𝑎𝜕

µ𝑠𝑎)− 𝑠γ(δ𝑖γ − 𝑠𝑖𝑠γ) = 0, (6.1)

(1 + 𝑧𝑧)𝜕µ𝜕
µ𝑧 − 2𝑧𝜕µ𝑧𝜕

µ𝑧 + 𝑧(1− 𝑧𝑧) = 0, (6.2)

2𝜕µ𝜕
µθ+ sin(2θ)(1− 𝜕µϕ𝜕

µϕ) = 0, (6.3)

2 cos θ𝜕µϕ𝜕
µϕ+ sin θ𝜕µ𝜕

µϕ = 0,

где δ𝑖γ — символ Кронекера, µ = 0, 1, 2; 𝑖 = 1, 2, 3; 𝑠𝑖𝑠𝑖 = 1; γ = 3; 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦, 𝑧 = 𝑥− 𝑖𝑦.
Разностные схемы для численного моделирования составлены для уравнения (6.2). Зна-
чения плотности энергии бризерных полей определяются выражением (2) с учетом соот-
ношений (5). Заметим, что 𝑂(3) НСМ в частном случае сводится [3; 5; 10; 15; 17; 18; 22]
к вполне интегрируемому уравнению синус-Гордона (УСГ). В случае уравнений (6.3)
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движение изовектора S ограничивается меридианным сечением — ϕ = 0, θ ∈ [0; 2π]
(рис. 1а) пространства сферы 𝑆2 и с учетом (5) описывается УСГ следующего вида:

θ𝑡𝑡 − θ𝑥𝑥 − θ𝑦𝑦 +
1

2
sin(2θ) = 0. (7)

Рис. 1. Динамика S(𝑠1, 𝑠2, 𝑠3) в пространстве сферы 𝑆2: а – ϕ = 0; б – ϕ > 0

В численных экспериментах настоящей работы использованы приближенные реше-
ния осциллирующего типа, найденные в работе [14] методом усреднения лагранжиана
(2 + 1)-мерного УСГ следующего вида:

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 + sin𝑢 = 0. (8)

Исследования, проведенные в работе [14], были мотивированы результатами работы
[21], где в гамильтоновом подходе на основе пробной функции вида

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = −4 arctg[λ(𝑡)(1− λ(𝑡)2)−1/2 sinν(𝑡) ch−1(λ𝑥) ch−1(λ𝑦)] (9)

были получены относительно устойчивые решения УСГ (8), названные в указанной
работе бризерами. В работе [14] выражение для усредненного лагранжиана УСГ (8)

𝐿 =
1

2
(𝑢2

𝑡 − 𝑢2
𝑥 − 𝑢2

𝑦)− 1 + cos𝑢

относительно быстрой фазы ν(𝑡) получено в следующем виде:

𝐿 = 2λ2𝑡 (1− λ2)−3/2 + (1− λ2)−1/24λ2ν2𝑡 − 16(3λ−1 th−1 λ− 2). (10)

Выражение (10) зависит только от фазовых переменных λ(𝑡) и ν(𝑡), которые яв-
ляются основными параметрами, определяющими динамику пробной функции (9) [21].
В работе [14] из уравнения Лагранжа — Эйлера для (10) были получены выражения
для λ(𝑡) и ν(𝑡). Полученное бризерное решение вида (9) в изоспиновой параметриза-
ции 𝑠𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) принимает следующий вид:

𝑠1 = −2ξ/(1 + ξ2) cosϕ, 𝑠2 = −2ξ/(1 + ξ2) sinϕ, 𝑠3 = (1− ξ2)/(1 + ξ2), (11)

ξ(𝑥, 𝑦, 𝑡) = λ(1− λ2)−1/2 sinν ch−1(λ𝑥) ch−1(λ𝑦).
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В работе [14] на основе найденных параметров λ(𝑡) и ν(𝑡) были построены численные
модели неподвижных и движущихся решений вида (9) УСГ (7) в рамках 𝑂(3) НСМ
(при ϕ = 0 в (11)). В частности, было показано, что найденные решения сохраняют
устойчивость в течение достаточно долгого времени — 𝑡 ≤ 270. В случае неподвижных
(v(𝑡0) = 0) бризеров для 𝑡 ∈ [0; 270] (45 000 итерационных циклов) потеря энергии
(𝐸𝑛𝑙𝑜𝑠𝑠) [20] бризерного поля не превышала 5,15 % [14], где

𝐸𝑛𝑙𝑜𝑠𝑠 = 𝐸𝑛(𝑡0)− 𝐸𝑛(𝑡), 𝐸𝑛(𝑡) =

∫︁
𝐻(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Далее в работе [14] с учетом (7), добавлением возмущений трехкомпонентному
изовектору 𝐴3-поля S(𝑠1, 𝑠2, 𝑠3) в пространстве сферы 𝑆2 ∈ 𝑅3 (см. рис. 1б) [7; 9]
построены решения для 𝑂(3) НСМ (1). Показана устойчивость построенных решений
в стационарном и движущемся состояниях в течение достаточно долгого времени (𝑡 ≤
≤ 270), при этом бризеры 𝑂(3) НСМ (1) оказались более стабильными (𝐸𝑛𝑙𝑜𝑠𝑠 ≤ 4, 8 %,
для ϕ(𝑡0 + τ) = ϕ(𝑡0) + 0, 5τ, при v(𝑡0) = 0) по отношению к аналогичным решениям
УСГ (7).

1. Численная модель двумерного бризера

В настоящей работе использован подход приближения разностных схем [12], а так-
же алгоритм и численная схема, которые были предложены в работе [10] для неподвиж-
ного локализованного решения (см. также [9]). Использована трехслойная разностная
схема второго порядка точности 𝑂(τ2 + ℎ2) на пятиточечном шаблоне с весами явного
типа [12]. Аппроксимация проведена на прямоугольной сетке 𝐿(𝑥, 𝑦): 4 400× 2 200, где
ℎ𝑥 = ℎ𝑦 — шаг сетки по координате, τ — по времени. Устойчивость разностной схемы
удовлетворяет требованиям для гиперболических систем уравнений: τ/ℎ < 1.

На рисунке 2 приведена иллюстрация распределения плотности энергии (2) (DH,
Density of Hamiltonian) и ее контурной проекции [25] для случая v(𝑡0) = 0, 𝑡0 = 0, а
также динамика центральной точки 𝐷𝐻(0, 0, 𝑡) (11) при 𝑡 ∈ [0; 270]. Наличие дополни-
тельного вращения, заданного изовектору S при 𝑡0 + τ (ϕ(𝑡0 + τ) = ϕ(𝑡0) + 𝜔τ, 𝜔 ̸= 0)
в пространстве сферы 𝑆2 [25] (рис. 1б), приводит к формированию бризерного решения
𝑂(3) НСМ (бризер с вращением изотопических спинов). При этом наблюдается увели-
чение площади DH (рис. 2б), определенная диссипация динамики внутренней степени
свободы, а также увеличение значения интеграла энергии (𝐸𝑛) бризерного поля [14; 25].

В экспериментах работы [14] в случае ϕ = 0 (рис. 3а,б) наблюдаются некоторые
отклонения движения S от плоской (см. рис. 1а) траектории (рис. 3в). В данном случае
возмущения ϕ𝑝𝑏 > 0 вызваны воздействием линейных волн, отражающихся от границ
области моделирования: 𝐿[3001 × 3001]. По периметру 𝐿 действуют специальные гра-
ничные условия [7; 9], которые поглощают линейные волны возмущений, излучаемые
формирующимся бризером [10; 25]. Тем не менее при относительно интенсивном излу-
чении определенная часть линейных волн, отражаясь от границ 𝐿, вносит некоторые
возмущения ϕ𝑝𝑏 ̸= 0 в динамику бризерного поля (11).

На рисунке 3 угол θ(𝑡) определяет отклонение вектора изоспина от оси 𝑂𝑍, а
ϕ(𝑡) — ротационную динамику вокруг этой оси [9; 14] (см. рис. 1б, 3в).
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Рис. 2. Плотность энергии, ее контурная проекция и динамика
центральной точки 𝐷𝐻(0, 0, 𝑡) стационарных бризеров вида (11) модели (1):

а — ϕ(𝑡) = 0, 𝑡𝑖𝑛 = 15, 8; б — ϕ(𝑡) > 0 (𝜔 = 0, 5), 𝑡𝑖𝑛 = 16, 8.
Общее время моделирования: 𝑡 ∈ [0; 270]

НСМ обладают формальной лоренц-инвариантностью [3; 15], позволяющей прове-
сти в ее рамках исследование нелинейных свойств локализованных решений и динамику
их взаимодействия [24].

Рис. 3. Изоспиновая структура неподвижных бризеров (11) модели (1)
при ϕ(𝑡) = 0 (вверху) и ϕ(𝑡) > 0 (𝜔 = 0, 5) (внизу):

а — трехмерная иллюстрация при 𝑡 = 9, 2 (в разряженном виде); б — движение изовектора
S(𝑠1, 𝑠2, 𝑠3) в точке 𝑂(0, 0, 0); в – проекция S(𝑠1, 𝑠2, 𝑠3) на плоскость (𝑥, 𝑦).

Общее время моделирования: 𝑡 ∈ [0; 270]
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2. Взаимодействие бризеров УСГ

На первом этапе рассмотрим модели лобовых столкновений [24] бризеров (11) в
рамках УСГ (7) при различных значениях скорости их движения (рис. 4), где

𝑠1 = −2ξ/(1 + ξ2), 𝑠2 = 0, 𝑠3 = (1− ξ2)/(1 + ξ2), (12)

ξ(𝑥, 𝑦, 𝑡) = λ(1− λ2)−1/2 sinν ch−1(λ𝑥) ch−1(λ𝑦).

В данном случае в зависимости от значения скорости движения сталкивающих-
ся бризеров наблюдается три вида эволюции системы: |v(𝑡0)| ≤ 0, 38 — объединение
бризеров; |v(𝑡0)| ∈ (0, 39; 0, 61) — разрушение бризеров; |v(𝑡0)| ≥ 0, 63 — прохождение
бризеров друг сквозь друга. Скорость движения бризеров указана в долях скорости
света (в вакууме): 𝑐 = 1.

Рис. 4. Плотность энергии процесса столкновения бризеров (11) УСГ (7)
с заданной начальной скоростью (𝑡0 = 0, 𝜔 = 0):

а — v(𝑡0) ≈ ±0, 287; б — v(𝑡0) ≈ ±0, 447; в — v(𝑡0) ≈ ±0, 707.
Общее время моделирования: 𝑡 ∈ [0; 168]

Объединение бризеров (v(𝑡0) ≈ ±0, 287). Бризеры при столкновении объединяются
в единое устойчивое осциллирующее возмущение поля (рис. 4а). Потеря энергии си-
стемы взаимодействующих бризеров на излучение составляет 𝐸𝑛𝑙𝑜𝑠𝑠 ≈ 4, 33 %. Особым
свойством данной серии экспериментов являются периодические колебания составля-
ющих осциллирующего возмущения строго в продольном и поперечном направлениях
(см., например, рис. 4а: 𝑡 = 99, 6, 𝑡 = 151, 2).

Разрушение бризеров (v(𝑡0) ≈ ±0,447). Бризеры при столкновении образуют ло-
кализованное осциллирующее возмущение, которое постепенно разрушается периодиче-
ским излучением энергии (рис. 4б).
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Прохождение бризеров друг сквозь друга (v(𝑡0) ≈ ±0,707). В отличие от преды-
дущих экспериментов в этом случае сталкивающиеся бризеры проходят друга сквозь
друга (рис. 4в), хотя и при наличии излучения определенной части их энергии в виде
линейных волн возмущений: 𝐸𝑛𝑙𝑜𝑠𝑠 ≈ 16, 48 %.

3. Взаимодействие бризеров 𝑂(3) НСМ

Столкновение бризеров при 𝜔𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡 = 𝜔𝑙𝑒𝑓𝑡. В случае столкновения бризеров (11)
𝑂(3) НСМ (1) с одинаковыми значениями 𝜔, при всех значениях скорости их движения
наблюдается объединение бризеров в единое осциллирующее возмущение. На рисунке 5
приведены результаты данной серии экспериментов при различных значениях v(𝑡0) и
𝜔 = 0, 5, где 𝐸𝑛𝑙𝑜𝑠𝑠 = 8, 08 % (а), 𝐸𝑛𝑙𝑜𝑠𝑠 = 10, 64 % (б), 𝐸𝑛𝑙𝑜𝑠𝑠 = 19, 45 % (в).

Рис. 5. Плотность энергии процесса столкновения бризеров (11) 𝑂(3) НСМ (1)
с заданной начальной скоростью (𝑡0 = 0, ϕ(𝑡0 + τ) = ϕ(𝑡0)± 0, 5τ):

а — v(𝑡0) ≈ ±0, 287; б — v(𝑡0) ≈ ±0, 447; в — v(𝑡0) ≈ ±0, 707.
Общее время моделирования: 𝑡 ∈ [0; 150]

Столкновение бризеров при 𝜔𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡 = −𝜔𝑙𝑒𝑓𝑡. Аналогично предыдущему пункту рас-
смотрены модели лобовых столкновений бризеров (11) 𝑂(3) НСМ (1), но при значениях
𝜔, описывающих взаимно обратные направления вращения вектора 𝐴3-поля (рис. 6).
В этой серии экспериментов наблюдается два варианта эволюции: отражение бризеров
друг от друга (при |v(𝑡0) ≤ 0, 41|) и разрушение одного из бризеров (при |v(𝑡0) ≥ 0, 42|).

Столкновение и отражение (v(𝑡0) ≈ ±0, 287). На рисунке 6а приведены результа-
ты экспериментов, где бризеры после столкновения отражаются друг от друга. Потеря
энергии системы на излучение составляет 𝐸𝑛𝑙𝑜𝑠𝑠 = 7, 81 %. Наблюдается внезапное
увеличение скорости движения бризеров.

Разрушение бризера с 𝜔𝑙𝑒𝑓𝑡 < 0. На рисунках 6б и 6в приведены результаты
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для v(𝑡0) ≈ ±0, 447 и v(𝑡0) ≈ ±0, 707 соответственно. Во всех экспериментах данной
серии при столкновении наблюдается разрушение бризера, движущегося в обратном
направлении по 𝑥.

Рис. 6. Плотность энергии процесса столкновения бризеров (11) 𝑂(3) НСМ (1)
с заданной начальной скоростью движения

(𝑡0 = 0, ϕ𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑡0 + τ) = ϕ(𝑡0) + 0, 5τ, ϕ𝑙𝑒𝑓𝑡(𝑡0 + τ) = ϕ(𝑡0)− 0, 5τ):
а — v(𝑡0) ≈ ±0, 287; б — v(𝑡0) ≈ ±0, 447; в — v(𝑡0) ≈ ±0, 707.

Общее время моделирования: 𝑡 ∈ [0; 174]

В данном случае возможно два варианта эволюции системы — столкновение и от-
ражение бризеров или их прохождение друг сквозь друга. К сожалению, численные мо-
дели настоящей работы не позволяют ответить точно на данный вопрос. Потеря энергии
систем на излучение составляют соответственно 𝐸𝑛𝑙𝑜𝑠𝑠 = 44, 82 % и 𝐸𝑛𝑙𝑜𝑠𝑠 = 42, 85 %.

4. Взаимодействие бризеров 𝑂(3) НСМ и УСГ

В этой части работы приведены результаты экспериментов по столкновению бри-
зеров (11) 𝑂(3) НСМ (движущихся в положительном направлении оси 𝑥) и бризеров
(12) УСГ (движущихся в отрицательном направлении оси 𝑥), обладающих значениями
частоты вращения вектора А3-поля 𝜔𝑁𝑆𝑀 = 0, 5 и 𝜔𝑆𝐺𝐸 = 0 соответственно. Во всех
экспериментах данной серии наблюдается процесс разрушения бризерного поля УСГ,
который происходит особым образом (рис. 7).

На первом этапе при приближении друг к другу в резонансной зоне наблюдает-
ся притягивание («поглощение») бризерным полем 𝑂(3) НСМ бризерного поля УСГ.
Далее «объединенный» бризер периодически излучает часть энергии в виде радиально-
симметричных линейных волн. Для моделей, приведенных на рисунке 7, величина излу-
чаемой энергии имеет следующие значения: а — 𝐸𝑛𝑙𝑜𝑠𝑠 = 17, 56 %; б — 𝐸𝑛𝑙𝑜𝑠𝑠 = 20, 4 %;
в — 𝐸𝑛𝑙𝑜𝑠𝑠 = 31, 34 %.
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5. Обсуждение полученных результатов

Статические свойства солитонных решений в большинстве случаев поддаются ана-
литическому исследованию, но процессы их взаимодействия удается исследовать лишь
численными методами, особенно в случае осциллирующих солитонов [6]. В настоящей
работе построением численных моделей фронтальных столкновений бризерных реше-
ний осуществлена попытка исследования динамики их взаимодействия. Все солитонные
решения, использованные при построении моделей, были получены асимптотическими
методами в работах [14; 25].

Рис. 7. Плотность энергии процесса столкновения бризеров (11) 𝑂(3) НСМ (1)
с заданной начальной скоростью (𝑡0 = 0, ϕ𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑡0 + τ) = ϕ(𝑡0) + 0, 5τ, ϕ𝑙𝑒𝑓𝑡(𝑡0 + τ) = 0):

а — v(𝑡0) ≈ ±0, 287; б — v(𝑡0) ≈ ±0, 447; в — v(𝑡0) ≈ ±0, 707.
Общее время моделирования: 𝑡 ∈ [0; 166, 8]

Результаты первой группы экспериментов по лобовому столкновению бризерных
решений УСГ (в рамках 𝑂(3) НСМ при ϕ(𝑡) = 0) приведены во второй части рабо-
ты. Известно, что движущиеся солитоны вполне интегрируемого УСГ проходят друг
сквозь друга с сохранением формы и энергии, приобретая лишь фазовый сдвиг. Однако
в экспериментах, описанных на рисунке 4, столкновение бризерных солитонов УСГ при
скоростях их движения в пределах |v(𝑡0)| < 0, 63 не являются упругими (рис. 4а, б).
Процесс взаимодействия бризеров при дальнейшем увеличении скорости их движения
(v(𝑡0) →1) также не является упругим, хотя в этих экспериментах бризеры проходят
друг сквозь друга (рис. 4в). В данном случае при взаимодействии бризеров происходит
излучение значительной части их энергии (рис. 4в, 𝑡 ≥ 40, 8). В первой группе экспери-
ментов наблюдается образование сдвоенного осциллирующего возмущения с дополни-
тельной динамикой продольно-поперечного колебания (рис. 4а). При средних скоростях
движения (0, 39 < |𝑣(𝑡0)| < 0, 63) сталкивающихся бризеров наблюдаются процессы
объединения и последующего разрушения системы бризерных полей. Заметим, что, как
было указано во введении, аналогичные результаты описаны в работе [6] в случае пуль-
сирующих солитонов. Однако результаты настоящей работы показывают, что в отличие
от случая пульсонов, разрушающихся как в свободном состоянии [1; 2; 19], так и при
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взаимодействии [6; 20], бризерные решения вида (9) являются более устойчивыми. За-
метим также, что неупругие взаимодействия (рис. 4) бризерных решений вида (9) в
рамках УСГ можно объяснить, в частности, тем, что они получены в работе [14] ме-
тодом усреднения лагранжиана и являются приближенными решениями. Тем не менее
описанные процессы нуждаются в качественном анализе.

Результаты экспериментов по взаимодействию однотипных (ϕ𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡(𝑡0) = ϕ𝑙𝑒𝑓𝑡(𝑡0))
бризеров 𝑂(3) НСМ, так называемых возмущенных (𝜔 ̸= 0) решений, как и в одномер-
ном случае [7] сводятся к их слиянию в единое осциллирующее возмущение при всех
задаваемых скоростях движения v(𝑡0) взаимодействующих бризеров (рис. 5).

Интересные результаты получены при взаимодействии бризеров 𝑂(3) НСМ, отли-
чающиеся направлением вращения (±𝜔) вектора 𝐴3-поля S в пространстве блоховской
сферы 𝑆2 (рис. 6). Как показано на рисунке 6а, при малых скоростях движения вза-
имодействующих бризеров (|v(𝑡0) ≤ 0, 41|) имеют место процессы их столкновения и
взаимного отражения. В этом случае в резонансной зоне проекции изотопических спи-
нов S(𝑠1, 𝑠2, 𝑠3) взаимодействующих бризеров на комплексную плоскость 𝑆𝑝

𝑧 (рис. 3в) не
коллинеарны и вращаются в противоположных направлениях: 𝑆𝑝

𝑟𝑜𝑡(↑↓) [8].
В работе [8] при исследовании столкновения топологических решений было по-

казано, что в этом случае происходит столкновение и отражение солитонов. Но при
0, 41 < |v(𝑡0)| → 1 наблюдается однотипное нарушение симметричной эволюции си-
стемы, где в каждой серии экспериментов происходит разрушение бризерного солитона
с отрицательным значением −𝜔 (рис. 6б и 6в). При больших значениях v(𝑡0) → 1
(рис. 6в) после взаимодействия наблюдается скачкообразное увеличение скорости дви-
жения взаимно-отраженных осциллирующих решений — бризера с положительным зна-
чением +𝜔 и пульсирующего сгустка энергии, образовавшегося после разрушения бри-
зера с отрицательным значением −𝜔. Выявленные свойства также нуждаются в строгом
теоретическом анализе.

В последней серии экспериментов по взаимодействию разнотипных бризеров —
𝑂(3) НСМ (ϕ(𝑡0 + τ)) и УСГ (ϕ(𝑡) = 0) наблюдается процесс объединения бризер-
ных солитонов (рис. 7). Но в данном случае, в отличие от экспериментов, описанных
на рисунках 4 и 5, в резонансной зоне изоспиновая структура бризерного поля УСГ
приобретает дополнительную вращательную динамику. Таким образом, происходит так
называемое «поглощение» бризера УСГ возмущенным бризером 𝑂(3) НСМ, после ко-
торого наблюдается периодическое излучение лишней энергии объединенного бризера в
виде линейных радиально-симметричных волн.

Заключение

В рамках (2 + 1)-мерной анизотропной 𝑂(3) НСМ проведено численное моделиро-
вание процессов лобового столкновения локализованных осциллирующих (бризерных)
решений вида (9). Численные эксперименты проводились при разных скоростях дви-
жения взаимодействующих бризеров и значений частоты вращения (𝜔 ̸= 0) вектора
изотопического спина S(𝑠1, 𝑠2, 𝑠3) в пространстве блоховской сферы 𝑆2. Для численных
моделей использованы бризерные решения вида (11) и (12), полученные асимптотиче-
скими методами в работе [14]. Разработан программный модуль, позволяющий провести
комплексный анализ эволюции взаимодействующих решений 𝑂(3) НСМ теории поля с
учетом ее групповых особенностей в двумерном псевдоевклидовом пространстве. Прове-
ден анализ изоспиновой динамики, плотности (𝐷𝐻) и интеграла энергии (𝐸𝑛) системы
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взаимодействующих бризеров.
Целью настоящей работы было определение структурной устойчивости бризерных

решений вида (9), найденных асимптотическими методами в работе [14], при их взаимо-
действии. Модели взаимодействующих бризеров в фазовом пространстве (2+ 1)-мерной
𝑂(3) НСМ, полученные в настоящей работе, показывают их устойчивость при опре-
деленных значениях параметров скорости движения v(𝑡) и частоты вращения вектора
𝐴3-поля 𝜔. При этом бризерные решения 𝑂(3) НСМ, обладающие ненулевым значени-
ем 𝜔 ̸= 0, являются более устойчивыми при взаимодействии относительно аналогичных
решений УСГ (𝜔 = 0).

Результаты настоящей работы показывают также эффективность метода построе-
ния солитонных решений УСГ, предложенного в работе [21], где на основе пробного
решения (9) усреднением плотности лагранжиана УСГ (8) были получены соответству-
ющие интегральные уравнения. В работе [14] были найдены точные решения данных
уравнений, на основе которых были определены выражения для фазовых параметров
пробного решения вида (9). Таким образом, полученные в работе [14] и в настоящей ра-
боте результаты показывают возможность применения вышеописанного метода, апроби-
рованного в рамках УСГ и 𝑂(3) НСМ, также для построения других видов солитонных
решений.
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NUMERICAL SIMULATION OF THE INTERACTIONS OF BREATHER
SOLUTIONS OF (2 + 1)-DIMENSIONAL 𝑂(3) NONLINEAR SIGMA MODEL
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Abstract. By methods of numerical simulation the processes of interaction
of breather solutions in the phase space of the (2+1)-dimensional supersymmetric
𝑂(3) nonlinear sigma model are investigated. Frontal collision models are obtained,
where, depending on the dynamic parameters of the system, processes of com-
bining the breathers, the formation of bound states (doubled breathers), collision
and reflection, the passage of breathers through each other, as well as their
destruction are observed. It is shown that the breathers of the 𝑂(3) nonlinear
sigma model in the interaction are more stable with respect to similar solutions
of the sine-Gordon equation. In the presence of rotational isospin dynamics, the
system of breather fields after the collision emits a certain part of the energy
preserves structural stability with a characteristic periodic oscillation. Properties
of longitudinal-transverse oscillations of doubled breathers and a sudden increase
in the speed of breathers, reflected from each other after interaction, are revealed.
Numerical models are constructed on the basis of methods of the theory of finite
difference schemes, by using the properties of stereographic projection, taking
into account the group-theoretical features of constructions of the 𝑂(𝑁) class
of nonlinear sigma-models of field theory. A complex program module has been
developed that implements the numerical calculation algorithm.

Key words: nonlinear sigma model, difference scheme, stereographic project-
ion, Bloch sphere, averaged Lagrangian, sine-Gordon equation.
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