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Аннотация. Рассматривается проблема моделирования развития особых
популяционных процессов, которые включают прохождение эруптивной фазы
динамики. Подобные непродолжительные, но ураганные режимы часто связа-
ны с последствиями инвазий нежелательных биологических видов. Процессы
при вселении вида часто могут развиваться через отложенную во времени фа-
зу стремительного увеличения его численности. Завершение фазы зависит от
многих факторов. Вспышки отдельных биологических видов оказывают столь
сильное давление на среду, что достижение ненулевого балансового равнове-
сия проблематично. Подобные явления трактуются нами как переходный про-
цесс с эруптивной фазой к неопределенному заранее состоянию биотической
среды. В зависимости от противодействия, что ярко видно на примерах дина-
мики насекомых-вредителей, сценарии подобных явлений могут развиваться
различным образом, в том числе с разрушением среды обитания. Разрабо-
тана новая модель на основе уравнения с отклоняющимся аргументом, где
описан вариант развития повторной вспышки катастрофического характера.
Сценарий реализуется при возникновении негармонического цикла 𝑁*(𝑟τ, 𝑡),
который при специфических условиях не может быть орбитально устойчивым,
но становится переходным. Цикл завершается тривиальным значением. Моде-
лируемый сценарий наиболее резкой формы эруптивной фазы заканчивается
в вычислительном эксперименте полной гибелью инвазионной популяции, но
без образования неограниченной сверху траектории из колебаний. Гибель про-
исходит при разрушении релаксационного цикла экстремальной амплитуды в
рассмотренном нами уравнении популяционной вспышки в предыдущей на-
шей работе [2].

Ключевые слова: уравнения с запаздыванием, чужеродные виды, коле-
бания популяций, переходные режимы, моделирование биологических инва-
зионных явлений, эруптивная фаза вспышки.
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Введение

В предыдущей работе [2] мы рассмотрели модель специфического сценария раз-
вития популяционного процесса при существенном влиянии запаздывающей регуляции
и наличии некоторого уровня Ξ опасного насыщения: Ξ < 𝐾. Мы предложили иную
трактовку значения порога численности вместо традиционной 𝐾 — предельной, плавно
достигаемой «емкости ниши». В нашей модели сценарий приближения 𝑁(𝑡) → Ξ означа-
ет не уравновешивание системы в ситуации новый вид — среда, но достаточно жесткий
уровень угрозы среде.

Переход через значимый уровень численности имеет последствия для скрытых от
наблюдателя механизмов контроля эффективности воспроизводства. Фиксированная ве-
личина репродуктивного потенциала 𝑟 — понятие абстрактное и математическое, его из-
менения — сложный вопрос. Для популяции насекомых есть величина средней плодови-
тости и коэффициенты дожития по стадиям развития. На размножение насекомых (как
и многих других животных) оказывают влияние случайные факторы — стохастичность
колебаний среды. Чем меньше группа особей, тем сильнее влияние возмущений. Если
существует значение численности Ξ, при котором случайные негативные факторы уже
не значимы, то на динамику системы оказывает влияние отклонение δ = (Ξ−𝑁(𝑡− τ)).
Величина отклонения δ может быть как положительной, так и отрицательной. Запазды-
вание τ в модель мы включили в оба сомножителя, получив следующее уравнение на
базе модели Хатчинсона:

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑟𝑁

(︂
1− 𝑁(𝑡− τ)

𝐾

)︂
(Ξ−𝑁(𝑡− τ)) . (1)

Можно считать, что при смене знака δ члены правой части (воспроизводства и регу-
ляции) меняются своими функциональными ролями в модели, то есть успех воспроиз-
водства станет пропорционален λ𝑁2, δ < 0. Модель позволила описать специфическую
деградацию вида в нестабильной среде обитания. При увеличении значения U = 𝑟τ
в (1) возникнет устойчивый цикл 𝑁*(𝑟τ, 𝑡) — общее свойство таких уравнений с запаз-
дыванием 𝑡−τ. При чуть большем увеличении U = 𝑟τ+δ𝑟 произойдет резкое изменение
поведения уравнения. Траектория перестанет притягиваться к замкнутому подмножеству
фазового пространства, обозначаемому обычно 𝑁*(U, 𝑡) — c указанием управляющего
параметра.

После бифуркации траектория (1) вместо установления из переходного режима
цикла с все увеличивающейся (приемлемой только для одноклеточных организмов) ам-
плитудой может быть резко выброшена за пределы допустимых для существования вида
значений при 𝑁(𝑡− τ) > 𝐾. Такая потеря установившегося режима считается катастро-
фической. Реализуется сценарий разрушения возникшего при бифуркации цикла с об-
разованием недиссипативной траектории — max𝑁*(U, 𝑡) в релаксационных колебаниях
преодолевает значение емкости 𝐾, и далее 𝑁(𝑡) → ∞, но с псевдопериодической ком-
понентой (подобной функции 𝑒𝑡 sin(ϕ(𝑡))) как в вычислительном эксперименте (рис. 1).

Очевидный пример описанной ситуации — кризис островной биосистемы. Размно-
жившиеся олени, завезенные на остров Врангеля в XIX в., вытоптали лишайниковые
пастбища. Ситуация повторилась в точности с быстрым крахом интродуцированной по-
пуляции оленей Rangifer tarandus на острове святого Матфея [11] в 1963 году Охота
на оленей прекратилась, а факторы внутренней регуляции проявили запаздывание [14].
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Рис. 1. Разрушение цикла в катастрофическом сценарии модели (1) Ξ = 5 000, 𝐾 = 15 000

Для некоторых популяций леммингов после серии флуктуаций с выраженным пиком
численности в конце периода цикла свойственно наступление периода депрессии — без
выраженных колебаний. Мелкие грызуны оказывают значительное воздействие на хруп-
кую арктическую экосистему при пиках своей активности [8]. В реальности циклы их
популяции со значительной амплитудой оказываются неустойчивыми. Действие возму-
щений, обычно климатических аспектов, переводят популяционные колебания в состоя-
ние критически низкой численности (см. рис. 2).

Мы рассматриваем случаи серьезного давления вновь образующейся популяции
после вторжения (или инфекции в частном случае инвазий) на среду. Критический
недостаток ресурсной базы в реальности наступает при некоторой конечной численно-
сти ℳ, 𝐾 ≥ ℳ (в нашей трактовке параметра 𝐾) еще до полного разрушения среды.
Типичный пример — течение ВИЧ-инфекции с пороговым переходом в терминальную
стадию. В проблеме распространения вредных насекомых в настоящее время наблю-
дается подобный сценарий на побережье Краснодарского края: после проникновения
в 2012 г. самшитовой огневки Cydalima perspectalis происходит гибель самшитовых
рощ — островков медленно растущего реликтового растения. Только начались исследо-
вания по поиску в родном ареале бабочки подходящих для биологического подавления
вселенца естественных врагов [27].

Полученный сценарий в модели реалистичен, но достаточно специфичен, кризис
цикла не может претендовать на обобщение взрывообразных случаев поведения вторг-
шихся организмов. Если первые фазы подобных процессов обладают значимыми призна-
ками сходства у многих активно размножающихся видов, то завершение экстремальной
динамики весьма разнообразно по формам графиков.

1. Актуальность экстремальных модификаций моделей математической биологии

С древнейших времен известно, что скопления насекомых-вредителей отличают-
ся разнообразной динамикой. Отдельно выделяются сценарии разрушительных популя-
ционных вспышек. Явление вспышек разделяется по фазам развития, но фиксируется
наблюдателями в момент третьей фазы, так называемой «эруптивной» фазы — неудержи-
мого размножения. Термин «эруптивный» используется в вулканологии, физике звезд и
лесной энтомологии. Инвазии чужеродных видов могут происходить различным образом,
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Рис. 2. Завершение популяционных циклов леммингов [8]

в том числе по негативному для вселенца сценарию с его дальнейшим исчезновением.
При моделировании мы полагаем вспышки — затухающие переходные процессы и

события, которые относим к «экстремальной динамике» — явления значительные, но не
повседневные. Вспышку вредителей обычно представляют в виде краткого Λ-образного
пика, как описано в популярной книге Одума [16]. Из этой книги черпают представ-
ление о фундаментальных принципах экологии. Пороговый вариант запуска эруптивной
фазы из стохастических колебаний описан там по данным из особых условий, а имен-
но на примере размножения псиллид — листоблошки монофага, вредителей эвкалипта,
семейство Psyllidae, вид Cardiaspina albitextura в вечнозеленом эвкалиптовом лесу. Ре-
гулятор активности псиллид — осы-паразиты 2-го порядка, что является специфическим
трехзвенным взаимодействием видов разных семейств.

2. Существующие методы описания нестационарных популяционных режимов

В биологии известно много моделей межвидового взаимодействия, генерирующих
колебания гармонические, релаксационные или даже апериодические. Известен «Шиль-
никовский хаос» в модификациях системы уравнений Розенцвейга — МакАртура, как
в работе [6]. Промежуточные состояния в экологии популяции не походят на цикли-
ческие/хаотические асимптотические режимы, скорее похожи на импульсные эффекты.
Помимо внутренних механизмов биотических сообществ модели популяционной динами-
ки могут учитывать важнейшие факторы, такие как глобальные климатические измене-
ния, но так можно рассматривать долгосрочные сценарии постепенных изменений [22].
Активно обсуждается построение наиболее общей модели динамики популяции в экоси-
стеме, как, например, феноменологическое в работе [29]. Менее развито направление мо-
делирования специфических, экстраординарных ситуаций в популяционных процессах,
к которым можно отнести моделирование протекания очаговых инфекций в популяциях
[28]. Подобные задачи анализа метаморфозов рассматривались с позиций теории ката-
строф [13] применительно к вспышкам численности насекомых [17]. Существуют инте-
ресные примеры применения вероятностных методов. Оригинальные современные ком-
пьютерные методы моделирования пространственного распространения вспышки плодо-
вых мушек на основе стохастических клеточных автоматов применены в работе [26] по
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массивам реальных данных. В [20] разработан метод точечного стохастического возму-
щения поведения дискретной составляющей траектории непрерывно-дискретной модели,
и возмущение наблюдается только в ограниченной области численности нерестового
запаса атлантической трески.

Современным компьютерным подходом моделирования популяционных изменений
называется применение мультиагентных (agent-based) алгоритмов коллективного поведе-
ния агентов как вычислительных сущностей во взаимодействии со средой, в работе [21]
агентную модель удалось адаптировать для Dendroctonus ponderosae жука-вредителя в
Британской Колумбии. В других современных работах уделяют внимание ландшафтным
особенностям ситуаций, рассмотренных в статье [15], где применен формализм клеточ-
ных автоматов. Несмотря на развитие имитационных алгоритмов, традиционные методы
вычислительного моделирования на основе уравнений с непрерывным временем, по на-
шему мнению, далеко не исчерпали возможностей целенаправленной модификации.

По решаемым задачам математические методы популяционной биологии можно раз-
делить на прикладные модели (оценки эксплуатации биоресурсов или роста организмов)
и уравнения системных процессов в теоретической экологии (переноса энергии по уров-
ням, развития сукцессии). Наиболее актуальная ранее задача моделирования оптими-
зации эксплуатации, максимизации прибыли от объекта промысла, теряет значимость
после ряда коллапсов, как, например, ситуации с треской Лабрадора [19] и осетровыми
рыбами Каспийского моря [18]. В современных работах концепция Maximum sustained
yield, которая предполагает полное изъятие «излишков» рыбного запаса, подвергает-
ся критике из-за повышения рисков кризиса. В реальности достижение оптимального
изъятия и состояние перелова связаны с возможностью резкого истощения рыбных ре-
сурсов [7], которое не удается прогнозировать статистическими методами.

Наши работы относятся к малоизученной проблеме математического описания за-
кономерностей резких изменений в биосистемах. В серии работ предполагается провести
построение и анализ набора вычислительных сценариев для пороговых и экстремальных
эффектов в некоторых фазах специфических биологических процессов. Варианты раз-
вития кратких явлений нет смысла изучать в рамках рассмотрения асимптотической
динамики. Полученные в моделях результаты значимы для теории переходных попу-
ляционных процессов, однако могут помочь в качественном объяснении неожиданных
случаев деградации — коллапсов промысловых биоресурсов.

В настоящей статье автор предлагает модифицированные методы моделирования
критического проявления биологического запаздывания в аспекте вариативности ответа
среды на агрессию. Факторы модели включают свойство медленной эволюции парамет-
ров среды.

3. Базовые формы популяционной саморегуляции

Описание действия регуляции численности и поиск методов формализации меха-
низмов баланса — краеугольная задача в математической экологии. В современных
быстро меняющихся условиях адаптации видов не менее интересны рассматриваемые
нами модели явлений, связанных со стремительным сдвигом индекса выравненности
биологического разнообразия или подобными резкими нарушениями равновесия.

Уравнение с запаздыванием (1) является расширением модели Хатчинсона, кото-
рая в свою очередь представляет собой осцилляционную вариацию на тему известного
уравнения модели �̇� = 𝑟𝐹 (𝑁2) ограниченного роста sup𝑁(𝑡) = 𝐾 популяции Ферхюль-
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ста [10]. Будет ли популяция на всем возможном диапазоне численности подчиняться
уравнению асимптотического роста — оставалось для демографии вопросом.

Скорее из социально-экономических соображений полагалось у уравнения �̇� =
= 𝑟𝑓(𝑁2) наличие точки обращения в ноль производной правой части по переменной 𝑁 ,
так что 𝑓 ′( ̃︀𝑁) = 0 : 𝑓 ′(𝑁) < 0, 𝑁 > ̃︀𝑁 и снижения скорости прироста до его остановки.
Это выполняется в логистической модели на уровне «насыщения среды» 𝑓(𝑁*) = 0,
𝑁* = 𝐾. Что представляет емкость экологической ниши в условиях стремительной
инвазии — вторжения чужеродного вида, отвоевывающего свою нишу?

Мы полагаем, базовое понятие емкость среды 𝐾 имеет ограниченную область при-
менения в контексте квадратичной (степенной) зависимости регулирования, что необхо-
димо учитывать при построении усовершенствованных моделей.

Современная запись обобщенной логистической модели (𝑘 = 1) имеет следующий
вид:

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑟𝑁

(︃
1−

(︂
𝑁

𝐾

)︂𝑘
)︃
,

где, в модификации Ричардса, 𝑘 > 1 [5]. В записи варианта Базыкина для минимально
допустимой численности группы особей �̇� = 𝑟𝐹 (𝑁2)×(𝑁−𝐿) и 𝐿 оказывается неустой-
чивым равновесием [4]. Для такой критической группы нам представляется интересным
из соображений о причинах возникновения экологического эффекта Allee (необходимо-
сти создавать группы особей для лучшей выживаемости потомства) объединить идеи
в варианте более гибко настраиваемой модели. Ведь если виду необходимо создавать
крупные скопления, значит это эволюционно целесообразно (допустимо 𝑘 < 1) и ком-
пенсирует действие внутривидовой конкуренции:

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑟𝑁

(︃
1−

(︂
𝑁

𝐾

)︂𝑘
)︃
(𝑁 − 𝐿), 𝑘 ∈ [1/2, 3/2], (2)

но мы не будем рассматривать вариант (2) как принципиально новую модель вспышки
активного вселенца. Далее предложим альтернативный вариант для формирующейся
популяции при сопротивлении окружения.

3.1. Базовые модификации популяционной динамики с запаздыванием

Для возникающих резких режимов флуктуаций используются уравнения с запаз-
дыванием, так как подобные колебательные режимы наблюдаются у популяций при
постоянных условиях и без участия хищников, а значит нет возможности перевести
ситуацию к системе уравнений с классической потерей устойчивости и бифуркацией
Андронова — Хопфа. В экспериментах конкуренция за ресурсы может существовать
между различными стадиями онтогенеза лабораторной популяции.

В варианте Хатчинсона, на который все опираются для построения новой модели,
впервые учтена ситуация появления обобщенной запаздывающей регуляции:

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑟𝑁(𝑡)

(︂
1− 𝑁(𝑡− τ)

𝐾

)︂
. (3)

При малых значениях запаздывания τ динамика модели (3) опишет затухающие ко-
лебания 𝑁(𝑡) → 𝐾 [10]. В (3) установлена возможность возникновения бифуркации
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Андронова — Хопфа с появлением устойчивого предельного цикла 𝑁*(𝑡, 𝑟). Нарушение
критерия устойчивости состояния равновесия зависит от величины 𝑟τ [1]. Дальнейшее
увеличение 𝑟τ > π/2 вызывает переход в режим релаксационных колебаний. Модель
биологически адекватна для варианта колебаний вокруг равновесия при малой ампли-
туде. Быстрое увеличение амплитуды колебаний выраженной негармонической формы
при малом временном промежутке между максимумами и стремящимися к нулю ми-
нимумами выводит такой релаксационный цикл за рамки допустимого экологического
обоснования.

Для лучшей настройки характеристик негармонических колебаний в работе [9]
предложена следующая модификация модели:

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑟𝑁(𝑡)

(︂
𝐾 −𝑁(𝑡− τ)

(𝐾 + 𝑐𝑁(𝑡− τ))

)︂
. (4)

В работе [12] она рассматривалась с приведенными коэффициентами:

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= λ𝑁(𝑡)𝑓 (𝑁(𝑡− 1)) ,

где 𝑓 — бесконечно дифференцируемая функция, разложимая в асимптотический ряд
(этому условию удовлетворяет, например, 𝑓(𝑥) = (1 − 𝑥)/(1 + 𝑐𝑥)). Для (4) установ-
лено существование единственного устойчивого релаксационного цикла неклассической
формы. В такой модели коэффициент 𝑐 > 0 становится еще одним параметром, опре-
деляющим характеристики цикла. При увеличении 𝑐 сжимается амплитуда, хоть рас-
стояние между минимумом и максимумом сокращается, но предельное соотношение
min0<𝑡<𝑇* 𝑁*(𝑡, 𝑟) → 0 сохраняется. Можно считать такие уравнения моделями со сме-
шанной регуляцией при наличии в уравнении −𝑁(𝑡)𝑁(𝑡− τ).

В рассмотренной автором модификации на основе (4) для узкой задачи улучше-
ния характеристик цикла в частной проблеме моделирования пилообразной вспышки
численности у бабочки-листовертки в Квебеке предложена следующая форма регуляции

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑟𝑁(𝑡)

(︂
𝐾 −𝑁2(𝑡− τ)

(𝐾 + 𝑐𝑁3(𝑡− τ1))

)︂
− 𝑞𝑁(𝑡). (5)

В нашем варианте (5) очередной пик должен начинаться от некоторого значимого порога
численности, это необходимо из соображений, изложенных в следующем разделе.

3.2. Противоречия дополнений 𝑓(𝑁(𝑡− τ)) в модели инвазий

В уравнениях с запаздыванием, как известно, не составляет сложности получить
и анализировать вычислительными методами после бифуркации колебательные режимы
сложной формы (даже апериодические). Имеется вопрос об адекватности характери-
стик полученных режимов при увеличении параметров для описания резких изменений.
Усложнение колебаний и рост амплитуды могут сопровождаться понижением минимума
цикла до 𝜖-окрестности нуля и вряд ли могут соотноситься с наблюдением за общей
численностью популяции.

В уравнениях Хатчинсона или модели «blowflies equation» (см. [24]) при росте
амплитуды релаксационного цикла ограничением для практики являются очень малые,
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сколь угодно близкие к нулю минимумы колебаний, но сменяющиеся мгновенными пи-
ками численности [12]. Предложенным нами в (5) способом удается отчасти сгладить
недостаток у минимумов: min0<𝑡<𝑇* 𝑁*(𝑡, 𝑟) → 𝜖, и 𝜖 ≪ 1. Слишком низки точки для
возможностей повторного быстрого роста численности при свойственных вредителям
больших 𝑟. На всех графиках мониторинга лесного хозяйства о последствиях вспышек
численности насекомых приводятся размеры пораженной территории, но не численность
вредителя. Численность вредных насекомых совсем не близка нулевой, если сплошного
поражения леса не отмечается нами на графике. Поэтому при разработке новых моди-
фикаций уравнений вида �̇� = 𝑟𝑥(𝑡)𝑓(𝑥𝑘(𝑡−τ)), 𝑘 > 1 нужно обращать внимание именно
на указанную проблему метода моделирования флуктуаций.

Вопрос о сущностной (экологическо-физиологической) природе запаздывания в ре-
гуляции дискуссионный, мы не считаем его связанным с каким-то одним интервалом
времени в онтогенезе вида. Популяционные характеристики по мере прохождения фаз
вспышки у насекомых могут изменяться, но данный аспект не учитывался в известных
моделях вспышек.

3.3. Новая модификация уравнения состояния критического минимума

При низкой плотности популяции происходят особые процессы, связанные с эффек-
том состояния при предельно низкой численности. Существует представление о мини-
мально возможной низкой численности, которая допустима для существования популя-
ции. Оговоримся, что гипотеза модели Базыкина может не выполняться для некоторых
видов. Расселение сорной рыбы Perccottus glenii происходит с проникновением в водо-
емы единичных особей ротана. Формализовать данное представление на первый взгляд
просто — добавив сомножитель �̇� = 𝑟𝑓(𝑁)(𝑁 − 𝐿), но интересно это сделать другим
математическим способом, чем предложил Базыкин c 𝑓(𝑁) = (𝑁 −𝑁2/𝐾) [4].

Для модификации уравнения, которое станет базовым для моделирования экстре-
мальных задач, выберем альтернативную функцию. Такая 𝑣(𝑁) должна сохранять свой-
ство lim𝑡→∞𝑁(𝑡) = 𝐾, но с другим положением точки 𝑣′( ̃︀𝑁) = 0. Запишем базовое
уравнение следующим образом:

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑟 ln

(︂
𝐾

𝑁

)︂
𝑁 3

√︁
(𝑁 − 𝐿), (6)

где 𝑟 — репродуктивный потенциал. В правую часть (6), где 𝑣(𝑁) = 0, ln(𝑁/𝐾) = 1,
добавлен сомножитель, который увеличивает число ее нулей.

Подобным образом можно описать минимальную численность, связанную с эф-
фектом Олли. Данное явление правильно представлять как триггерное (проявляющее-
ся вдруг и резко). Снижение репродуктивного потенциала начинает наблюдаться, ко-
гда состояние популяции далеко не оптимальное. В оптимальном состоянии большой
группы особей эффект никак не проявляется на регуляции численности. Выбор на-
ми 𝑣(𝑁) = ln(𝐾/𝑁) и показатель степени меньше единицы более логичен, чем для
функции квадратичной регуляции 𝑓(𝑁) = 𝑟𝑁(1 − 𝑁/𝐾). Установим степень 1/3 для
ослаблено действующего порогового эффекта, который можно вычислительно описы-
вать предикативно меняющей знак кусочно-постоянной функцией, но это выходит за
рамки традиционной методологии.

Вымирание 𝑁(𝑡) → 0 в модели вида (2) будет выглядеть стремительным и безвоз-
вратным явлением. Введение явного порога 𝐿 математически наглядный, но не самый
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элегантный метод описания эффекта Олли. Альтернативный способ — воспользоваться
стохастическим возмущением. Многие популяции могут восстанавливать численность от
единичных сохранившихся особей (как бабочка-вредитель непарный шелкопряд, прочие
случайные вселенцы) и через некоторое время снова демонстрировать нестационарные
режимы. Наступление длительного периода депрессии или даже полное исчезновение
популяций (характерно для ряда островных сообществ, где нет разреженной границы
ареала) может происходить как раз не из состояния, близкого к 𝐿, но при запрещенном
для (2) режиме ∃𝑡 : 𝑁(𝑡) > 𝐾,𝑁(0) < 𝐾.

4. Модификация модели затухания предкатастрофической вспышки

Практически актуальным является задача модели сценария подавления флуктуаций
и перевод популяции нежелательного чужеродного вида через диапазон минимальной
численности к некоторому новому незначительному стационарному уровню, не воздей-
ствующему активно на среду.

Модификацию можно предложить c использованием функции 𝑣(𝑁) = ln(𝐾/𝑁), но
с запаздыванием:

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑟𝑔𝑁(𝑡) ln

(︂
𝐾

𝑁(𝑡− τ)

)︂
. (7)

Уравнение (7) опишет актуальный для развития инвазии чужеродного вида сценарий
развития единичной (почти катастрофической) вспышки численности. Взрывообразный
рост при исчерпании ресурсов приходит к малочисленному состоянию. Далее траектория
медленно асимптотически приходит к не воздействующему на среду балансу 𝐾. На
рисунке 3 показано сравнение динамки (3) и (7) при одинаковых значениях 𝐾, τ, 𝑁(0)
и значении 𝑟 = 𝑟𝑔 + 10. Для модели Хатчинсона тут видна отмеченная выше проблема
интерпретации результатов — два резких пика при стремящихся к нулю минимумах.
При полном соответствии параметров в сценарии траектория уравнения Хатчинсона
𝑁(0) < 𝐾 монотонно стремится к балансу 𝑁(𝑡) → 𝐾, качественно повторяя поведение
модели Ферхюльста.

Рис. 3. 1 — Релаксационный цикл в уравнении (3),
2 — однократная вспышка в (7), 𝐾 = 15 000, τ = 48, 𝑟𝑔 = 0, 017
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Подобная ситуация развивалась на примере фитофага американского жука Zigo-
gramma suturalis [23]. Популяция листоеда, вселенного для борьбы с сорняком ам-
брозией, распространилась фронтом большой плотности, но далее прошла «бутылочное
горло». Теперь жуки трудно обнаруживаются в естественных биотопах, иногда фикси-
руются единичные экземпляры.

Аналогично может описываться длительное сохранение очага хронической инфек-
ции в организме после окончания активного распространения заражения.

5. Модель сценария элиминации чужеродного вида

При дополнении (7) сомножителем 𝑁 3
√︀
(𝑁 − 𝐿):

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑟𝑔 ln

(︂
𝐾

𝑁(𝑡− τ)

)︂
𝑁 3

√︁
(𝑁 − 𝐿), (8)

получим, что в (8) успешного прохождения траекторией критического минимума по-
сле максимума не наблюдается — популяция чужеродного вида после катастрофической
вспышки 𝑁(𝑡) = 0. В таких случаях говорят о неизбирательной элиминации инвазион-
ной популяции. Подобных примеров достаточно много. В 1930–1950 гг. в Каспийское
море целенаправленно акклиматизировали и вселяли многие виды рыб, но активно раз-
множилась только черноморская кефаль в Южном Каспии. Черноморская камбала не
выдержала конкуренции с тогда многочисленными популяциями осетровых. Случайный
вселенец, попавший по ошибке в Нижнюю Волгу — амурский подвид карася, активно
размножился, и известен рыболовам-любителям на Нижней Волге под народным назва-
нием «буфало».

Результат элиминации после эруптивной фазы активного размножения можно по-
лучить и более естественным математическим средством, добавив в правую часть пара-
метр независимой убыли −𝑞𝑁(𝑡), который может отражать целенаправленное изъятие в
целях борьбы с вселенцем:

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑟𝑔 ln

(︂
𝐾

𝑁(𝑡− τ)

)︂
𝑁(𝑡)− 𝑞𝑁(𝑡), (9)

и эта небольшая модификация изменит качественный характер решения. В (9) после
первой вспышки при инвазии идет следующая, но действительно катастрофическая,
но второй глубокий минимум становится последним — вычислительный эксперимент
завершается. Так как 𝑁(𝑡) < 0 недопустимо, происходит иной вариант разрушения
колебаний, чем описан в [2]. Сравнение на рисунке 4 при 𝑞 = 𝑞 = 0, 007 тех же
параметров и (𝐼𝐼)-модификации (3) c аналогичным дополнением:

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑟𝑁(𝑡)

(︂
1− 𝑁(𝑡− τ)

𝐾

)︂
− 𝑞𝑁(𝑡). (10)

Остановка расчетов, так как значения не могут быть 𝑁(𝑡) < 0.
При значении меньших порогового 𝑞 < 𝑞 мы получим второй пик меньше первого

и увидим классические затухающие колебания. Сценарий (рис. 5) показывает эффек-
тивность включения борьбы с чужеродным видом именно в период минимумов после
первой вспышки.
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Рис. 4. 1 — Релаксационный цикл (10), 2 — повторная катастрофическая вспышка и гибель
популяции по (9), 𝐾 = 15 000, τ = 48, 𝑟𝑔 = 0, 017, 𝑞 = 0, 007

Рис. 5. 1 — Релаксационный цикл в (10), 2 — затухающие колебания варианта (9)
при 𝐾 = 15 000, τ = 48, 𝑟𝑔 = 0, 017, 𝑞 = 0, 006

Из новых модификаций уравнений следует экологический вывод, что после фазы
эруптивной динамики инвазионный вид оказывается на некоторое время в уязвимом
состоянии. Данный сценарий гораздо более благоприятен для среды, чем мы видим на
прошлом нашем варианте модели (см. рис. 1).

В (3) можно получить сценарий ∃𝑡𝑀 , 𝑁(0) < 𝐾, τ > τ̄ : 𝑁(𝑟τ, 𝑡𝑀) > 𝐾,
lim𝑡→∞ 𝑁(𝑟τ, 𝑡) = 𝐾, но подобный режим модели Хатчинсона не будет катастрофиче-
ской вспышкой, но незначительным переполнением экологической ниши, и мы не увидим
прохождения минимально возможных значений численности. Добавление независимой
убыли в (3) улучшает свойства цикла в части смещения min𝑁*(𝑟τ, 𝑡). Сомножитель(︁

3
√︀
(𝑁 − 𝐿)

)︁
действует аналогично во всех уравнениях.

Формы колебаний для автохтонных и инвазионных, формирующихся в новой среде
популяций, могут быть различными. Помимо затухающих и гармонических колебаний
может возникать и противоположное явление — возникновение флуктуации с затяжны-
ми пиками численности. Для отдельных насекомых-вредителей, как Ostrinia nubilalis
мотылек (динамика кукурузного мотылька анализировалась при участии автора в про-
екте РФФИ 5-04-01226 в сотрудничестве с Институтом защиты растений РАН), харак-
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терна ситуация с переходом к пилообразной вспышке численности в виде серии корот-
ких пиков между длительной депрессией. В данном проекте было интересно выявление
причин не экстремальной вспышки численности вредителя, но перехода к депрессии
популяции.

Предложенная модель (9) с запаздыванием может являться базовой для дальней-
ших модификаций с усложнением зависимости ln(𝐹 (𝑁(𝑡− τ))) формы противодействия
со стороны биотического окружения. Дополнения правой «репродуктивной» части запаз-
дыванием 𝑟𝑁(𝑡− τ)𝑓 [𝑁(𝑡), 𝑁(𝑡− τ)] не несут экологического смысла.

Для вычислительного исследования рассматриваемых нами уравнений существу-
ют современные производительные и проверенные библиотеки численных алгоритмов.
Алгоритмы строятся на основе применения явной схемы Рунге — Кутты с плотным вы-
водом, таким как метод Owren — Zennaro 5-го порядка [25]. Особенности применения
схем Рунге — Кутты и модификация алгоритма стабилизации границ для уравнений
с запаздыванием обсуждались в [3]. В настоящее время для локальных однородных
уравнений вычислительные средства достаточно надежны.

Заключение

В развитии ранее предложенного метода мы рассмотрели две актуальные модифи-
кации модели динамики популяции для описания инвазионных процессов, способных
переходить в эруптивную фазу — ограниченную во времени взрывообразную форму
изменений. Сценарии учитывали, что традиционно фиксируемая в моделях емкость сре-
ды может не являться балансовым равновесием. Ситуации актуальны из обоснования,
что в течение вспышки массового размножения изменяются важнейшие популяционные
показатели насекомых — масса яиц и, следовательно, их жизнеспособность. Разные
показатели опосредованно входят в параметрический репродуктивный потенциал.

Модели феноменологически описывают варианты инвазии при разных уровнях ре-
гуляции воспроизводства чужеродного вида. Иногда адаптировавшийся инвазионный
вид, как упомянутая самшитовая огневка, не встречает активного давления со сторо-
ны автохтонных видов и продолжает активно размножаться, разрушая тем среду своего
обитания.

Причину влияния запаздывания в регуляции мы предполагаем как обусловленную
комплексом эколого-физиологических факторов. Отражаемое в 𝐹 (𝑁(𝑡 − τ)) явление в
такой трактовке не связано с некоторым единственным параметром, относящимся к эко-
логии вида (как возраст созревания имаго насекомых или время миграции молоди осет-
ровых рыб из Волги в Каспийское море). Данный аспект опаздывающей реакции слу-
жит характеристикой комплексного взаимодействия вида в конкретной среде, включая
противоборствующее биотическое окружение и истощение ресурсов. Наиболее очевид-
на трактовка запаздывания в популяционном процессе на примере инфекции. Другая
модификация предложенной модели при выраженном сопротивлении среды позволила
описать именно кризис инвазионной популяции после повторной вспышки численности.
В иммунологической трактовке сценария при повторной вспышке активности инвази-
онный объект сталкивается с популяцией прошедших отбор специфических иммунных
клеток. Такие клетки уверенно связываются с антигенами.

Остается актуальным дальнейшее расширение методов вычислительного модели-
рования замедленно активирующегося противоборства. Например, при использовании
непрерывно-дискретной структуры модели для задачи математического описания частно-
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го, но весьма показательного сценария популяционной динамики возникновения затуха-
ющих флуктуаций. Отличие от рассмотренного нами сценария в том, что после вспыш-
ки колебания наблюдаются не вокруг равновесия lim𝑡→∞ 𝑁*(𝑡) = 𝐾, но Λ-образные и с
фиксированным минимумом: lim𝑡→∞𝑁*(𝑡) = min𝑁*(𝑡) = 𝐿 интервала промежуточной
депрессии численности.

Взрывообразные изменения численности, разделенные на фазы, — это переходные
режимы существования биосистем, поэтому вспышки не имеет смысла рассматривать в
терминах аттракторов, 𝜔-предельных множеств и асимптотической динамики траекто-
рий.

Один и тот же вид-вселенец в разных новых экосистемах показывает различную
динамику. Противоположно, бесконечно далекие на эволюционном древе виды (как
гребневик Mnemiopsis leidyi, проникший в Каспийское море у берегов Ирана и каспий-
ская тюлька, вселившаяся в Рыбинском водохранилище), демонстрируют поразительное
для биологов сходство развития процесса. После вселения наблюдается переходный ре-
жим в форме сценария затухающих отдельных пиков численности, которые мы обсудим
в следующей работе.
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Abstract. The paper considers the issue of modeling the development of
those special population processes that include the passage of the eruptive phase
of dynamics. Such brief hurricane regimes of change are often associated with the
consequences of invasions of undesirable species. Processes in the introduction of
a species can often develop through the delayed phase of a rapid increase in its
abundance. The completion of the phase depends on many factors. Outbreaks of
many species exert such a strong pressure on the environment that achieving a
non-zero balance equilibrium is problematic. Such phenomena are interpreted
by us as an extreme transition process to an uncertain state of the biotic
environment before the beginning of the process. Depending on the counteraction,
which is clearly seen in the examples of the dynamics of insect pests, simulated
scenarios of similar phenomena can develop in various ways, including destruction
of the habitat. The new model based on the equation with a deviating argument
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describes the variant of developing the repeated flash of catastrophic character.
The scenario is implemented when non-harmonic cycle 𝑁*(𝑟τ, 𝑡) occurs, which
can not be orbitally stable under the given conditions, but becomes transitive.
The cycle ends with the trivial-zero value. The scenario of the most abrupt form
of the eruptive phase that we simulate ends in a computational experiment by the
death of the invasive population, but without forming an unbounded trajectory
from the oscillations, as was the case with the destruction of the relaxation cycle
of the extreme amplitude in the population flash equation in our previous work.

Key words: equations with delay, alien species, unstable population fluctua-
tions, transitional regimes, modeling of biological invasive phenomena, eruptive
phase of the outbreak.
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