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Аннотация. В работе исследуется поведение отклонений функций двух
переменных 𝑓(𝑥, 𝑦), заданных на всем двумерном пространстве от интеграль-
ных средних их преобразований Фурье

𝑈σ,𝑟(𝑓 ;𝑥, 𝑦) =

σ∫︁
0

(︂
1− 𝑢𝑟

σ𝑟

)︂
𝑆*
𝑢,𝑢(𝑓 ;𝑥, 𝑦)𝑑𝑢

в метрике пространства 𝐿𝑝(𝑅
2) (1 ≤ 𝑝 < ∞), то есть изучается порядок

поведения величины

𝑅σ,𝑟(𝑓)𝐿𝑝 = ‖𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑈σ,𝑟(𝑓 ;𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝

в зависимости от скорости стремления к нулю величины наилучшего прибли-
жения заданной функции целыми функциями ограниченной степени. Уста-
новлены оценки сверху и снизу величины 𝑈σ,𝑟(𝑓 ;𝑥, 𝑦) через модули непре-
рывности, характеризующие структурные свойства рассматриваемой функции
𝑓(𝑥, 𝑦).

Ключевые слова: функции двух переменных, ряд Фурье, преобразо-
вание Фурье, частичные суммы ряда Фурье, интегральные средние, целая
функция конечной степени, наилучшее приближение, модуль непрерывности.
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Введение

Через 𝐿𝑝(𝑅
2) (1 ≤ 𝑝 < ∞) обозначим пространство измеримых функций 𝑓(𝑥, 𝑦),

для которых

‖𝑓(𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 =

⎧⎨⎩
∞∫︁

−∞

∞∫︁
−∞

|𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑝𝑑𝑥𝑑𝑦

⎫⎬⎭
1
𝑝

< ∞, 1 ≤ 𝑝 < ∞,

‖𝑓(𝑥, 𝑦)‖𝐿∞ = 𝑣𝑟𝑎𝑖 sup
𝑥,𝑦

|𝑓(𝑥, 𝑦)| < ∞,

и ряд
∞∑︁
𝑘=0

∞∑︁
𝑙=0

𝐴𝑘,𝑙(𝑥, 𝑦),

является рядом Фурье функции 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿𝑝, (1 ≤ 𝑝 ≤ ∞), где

𝐴𝑘,𝑙(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑘,𝑙 cos 𝑘𝑥 cos 𝑙𝑦 + 𝑏𝑘,𝑙 sin 𝑘𝑥 cos 𝑙𝑦 + 𝑐𝑘,𝑙 cos 𝑘𝑥 sin 𝑙𝑦 + 𝑑𝑘,𝑙 sin 𝑘𝑥 sin 𝑙𝑦,

𝑎𝑘,𝑙, 𝑏𝑘,𝑙, 𝑐𝑘,𝑙, 𝑑𝑘,𝑙 — коэффициенты Фурье функции 𝑓(𝑥, 𝑦), a

𝐴𝑘,0(𝑥, 𝑦) =
1

2
(𝑎𝑘,0 cos 𝑘𝑥+𝑏𝑘,0 sin 𝑘𝑥), 𝐴0,𝑙(𝑥, 𝑦) =

1

2
(𝑎0,𝑙 cos 𝑙𝑦+𝑐0,𝑙 sin 𝑙𝑦), 𝐴0,0 =

1

4
𝑎0,0.

Пусть почти всюду существует преобразование Фурье

𝐹 (𝑡, 𝑧) =
1

2π

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

𝑓(𝑢, 𝑣) exp(−𝑖(𝑡𝑢+ 𝑧𝑣))𝑑𝑢𝑑𝑣,

где

𝐹 (𝑡, 𝑧) ∈ 𝐿𝑞(𝑅
2),

1

𝑝
+

1

𝑞
= 1.

Для всякого σ > 0 рассмотрим

𝑆σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦) =

σ∫︁
−σ

σ∫︁
−σ

𝐹 (𝑡, 𝑧) exp(𝑖(𝑡𝑥+ 𝑧𝑦))𝑑𝑡𝑑𝑧 =

=

σ∫︁
0

⎧⎨⎩
𝑢∫︁

−𝑢

𝐴(𝑡, 𝑢)𝑑𝑡+

𝑢∫︁
−𝑢

𝐴(𝑡,−𝑢)𝑑𝑡+

𝑢∫︁
−𝑢

𝐴(𝑢, 𝑧)𝑑𝑧 +

𝑢∫︁
−𝑢

𝐴(−𝑢, 𝑧)𝑑𝑧

⎫⎬⎭ 𝑑𝑢 =

=

σ∫︁
0

𝑆*
𝑢,𝑢(𝑓 ;𝑥, 𝑦)𝑑𝑢. (1)
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Основные результаты

В работе нами исследуются поведения отклонений функций двух переменных 𝑓(𝑥, 𝑦),
заданных на всем двумерном пространстве от интегральных средних их преобразований
Фурье в метрике пространства 𝐿𝑝(𝑅

2), 1 ≤ 𝑝 < ∞, то есть будем изучать порядок
поведения величины

𝑅σ,𝑟(𝑓)𝐿𝑝 = ‖𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑈σ,𝑟(𝑓 ;𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 , (2)

где

𝑈σ,𝑟(𝑓 ;𝑥, 𝑦) =

σ∫︁
0

(︂
1− 𝑢𝑟

σ𝑟

)︂
𝑆*
𝑢,𝑢(𝑓 ;𝑥, 𝑦)𝑑𝑢.

Теорема 1. Если 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿𝑝(𝑅
2) (1 < 𝑝 ≤ 2), то справедлива оценка

𝑅σ,𝑟(𝑓)𝐿𝑝 ≤ 𝐶𝑝,𝑟

{︂
𝜔(1)
𝑟 (𝑓 ;

1

σ
)𝐿𝑝 + 𝜔(2)

𝑟 (𝑓 ;
1

σ
)𝐿𝑝

}︂
,

где

𝜔(1)
𝑟 (𝑓 ;𝑢)𝐿𝑝 = sup

|ℎ|≤𝑢

‖Δ𝑟
𝑥,ℎ𝑓‖𝐿𝑝 = sup

|ℎ|≤𝑢

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑟∑︁
ν=0

(−1)𝑟−ν(𝑟ν)𝑓(𝑥+ νℎ, 𝑦)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝

,

𝜔(2)
𝑟 (𝑓 ;𝑢)𝐿𝑝 = sup

|ℎ|≤𝑢

‖Δ𝑟
ℎ,𝑦𝑓‖𝐿𝑝 = sup

|ℎ|≤𝑢

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑟∑︁
ν=0

(−1)𝑟−ν(𝑟ν)𝑓(𝑥, 𝑦 + νℎ)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝

,

𝐶𝑝,𝑟 — константа, зависящая лишь от 𝑝 и 𝑟.
Теорема 2. В предположениях теоремы 1 при 1 < 𝑝 ≤ 2 имеет место следующая
оценка

𝜔(ν)
𝑟 (𝑓 ;

1

σ
)𝐿𝑝 ≤ 𝑀𝑝,𝑟𝑅σ,𝑟(𝑓)𝐿𝑝 , ν = 1, 2,

где константа 𝑀𝑝,𝑟 зависит от 𝑝 и 𝑟.
Из теоремы 1 и 2 вытекает, что в предложениях теоремы 1 в случае, когда 1 < 𝑝 ≤

≤ 2, при любом натуральном 𝑟 справедливо следующее порядковое равенство

𝑅σ,𝑟(𝑓)𝐿𝑝 ≍ 𝜔(1)
𝑟 (𝑓 ;

1

σ
)𝐿𝑝 + 𝜔(2)

𝑟 (𝑓 ;
1

σ
)𝐿𝑝 .

Заметим, что при 𝑝 = ∞ и 𝑟 = 1 аналогичная задача рассматривалась в работе [3],
для случая периодических функций в работе [5].

В дальнейшем нам понадобится следующее вспомогательное утверждение.
Лемма 1. Пусть функция 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿𝑝(𝑅

2) (1 < 𝑝 < ∞) имеет преобразование Фурье

𝐹 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿𝑞(𝑅
2),

1

𝑝
+

1

𝑞
= 1,

а 𝐴σ,σ(𝑓) — наилучшее приближение функции 𝑓(𝑥, 𝑦) целыми функциями 𝑄σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦)
степени не выше σ, то есть нижняя грань

𝐴σ,σ(𝑓)𝐿𝑝 = inf
𝑄σ,σ

‖𝑓(𝑥, 𝑦)−𝑄σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 .

26 Ю.Х. Хасанов. О приближении функций двух переменных некоторыми интегралами Фурье
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Тогда справедлива следующая оценка⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑓(𝑥, 𝑦)− 1

2π

σ∫︁
−σ

σ∫︁
−σ

𝐹 (𝑢, 𝑣) exp(𝑖(𝑢𝑥+ 𝑣𝑦))𝑑𝑢𝑑𝑣

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿𝑝

≤ 𝐶𝑝𝐴σ,σ(𝑓)𝐿𝑝 . (3)

Доказательство. Пусть 𝑄σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿𝑝(𝑅
2) есть целая функция степени не выше

σ, осуществляющая наилучшее приближение порядка σ функции 𝑓(𝑥, 𝑦) в метрике про-
странства 𝐿𝑝(𝑅

2), 1 < 𝑝 < ∞, то есть

‖𝑓(𝑥, 𝑦)−𝑄σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 = 𝐴σ,σ(𝑓)𝐿𝑝 .

При 1 < 𝑝 ≤ 2, 𝑄σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿2(𝑅
2) и по теореме Винера — Пели (см. [1,

c. 179])

𝑄σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦) =
1

2π

σ∫︁
−σ

σ∫︁
−σ

𝑔(𝑢, 𝑣) exp(𝑖(𝑢𝑥+ 𝑣𝑦))𝑑𝑢𝑑𝑣, (4)

где 𝑔(𝑢, 𝑣) — преобразование Фурье функции 𝑄σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦).
Известна оценка (см. [6, c. 771])

‖𝑆σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 ≤ 𝐵𝑝‖𝑓(𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 .

Отсюда, применяя неравенство Минковского, в силу (4) получим

‖𝑓(𝑥, 𝑦)− 1

2π

σ∫︁
−σ

σ∫︁
−σ

𝐹 (𝑢, 𝑣) exp(𝑖(𝑢𝑥+ 𝑣𝑦))𝑑𝑢𝑑𝑣‖𝐿𝑝 ≤

≤ ‖𝑓(𝑥, 𝑦)−𝑄σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 +

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 1

2π

σ∫︁
−σ

σ∫︁
−σ

[𝑔(𝑢, 𝑣)− 𝐹 (𝑢, 𝑣)] exp(𝑖(𝑢𝑥+ 𝑣𝑦))𝑑𝑢𝑑𝑣

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿𝑝

≤

≤ 𝐵𝑝‖𝑓(𝑥, 𝑦)−𝑄σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 = 𝐵𝑝𝐴σ,σ(𝑓)𝐿𝑝 ,

где 𝐵𝑝 — константа, зависящая от 𝑝.
Если же 2 < 𝑝 < ∞, то для любого ε > 0 функция

𝐺ε(𝑓 ;𝑥, 𝑦) = 𝑄σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦)
sin ε𝑥

ε𝑥
· sin ε𝑦
ε𝑦

∈ 𝐿2,

и, следовательно, она представима интегралом

𝐺ε(𝑓 ;𝑥, 𝑦) =
1

2π

σ+ε∫︁
−σ−ε

σ+ε∫︁
−σ−ε

𝑔ε(𝑢, 𝑣) exp(𝑖(𝑢𝑥+ 𝑣𝑦))𝑑𝑢𝑑𝑣,

где 𝑔ε(𝑢, 𝑣) — преобразование Фурье функции 𝐺ε(𝑓 ;𝑥, 𝑦). Поэтому⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑓(𝑥, 𝑦)− 1

2π

σ+ε∫︁
−σ−ε

σ+ε∫︁
−σ−ε

𝐹 (𝑢, 𝑣) exp(𝑖(𝑢𝑥+ 𝑣𝑦))𝑑𝑢𝑑𝑣

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿𝑝

≤
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≤
⃦⃦⃦⃦
𝑓(𝑥, 𝑦)−𝑄σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦)

sin ε𝑥

ε𝑥
· sin ε𝑦
ε𝑦

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑝

+

+

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

σ+ε∫︁
−σ−ε

σ+ε∫︁
−σ−ε

𝐹 (𝑢, 𝑣) exp(𝑖(𝑢𝑥+ 𝑣𝑦))𝑑𝑢𝑑𝑣 −
σ+ε∫︁

−σ−ε

σ+ε∫︁
−σ−ε

𝑔ε(𝑢, 𝑣) exp(𝑖(𝑢𝑥+ 𝑣𝑦))𝑑𝑢𝑑𝑣

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿𝑝

≤

≤
⃦⃦⃦⃦
𝑓(𝑥, 𝑦)−𝑄σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦)

sin ε𝑥

ε𝑥
· sin ε𝑦
ε𝑦

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑝

≤

≤ ‖𝑓(𝑥, 𝑦)−𝑄σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 +

⃦⃦⃦⃦
𝑄σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦)−𝑄σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦)

sin ε𝑥

ε𝑥
· sin ε𝑦
ε𝑦

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑝

.

Выбрав ε достаточно малым и пользуясь теоремой Фату (см. [2, с. 38]), можно обес-
печить, чтобы второе слагаемое в правой части последнего неравенства стало меньше
первого. Тогда получим, что⃦⃦⃦⃦

⃦⃦𝑓(𝑥, 𝑦)− 1

2π

σ+ε∫︁
−σ−ε

σ+ε∫︁
−σ−ε

𝐹 (𝑢, 𝑣) exp(𝑖(𝑢𝑥+ 𝑣𝑦))𝑑𝑢𝑑𝑣

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿𝑝

≤ 𝐵𝑝𝐴σ,σ(𝑓)𝐿𝑝 .

Отсюда следует неравенство (3) и лемма доказана.

Доказательство основных результатов

Доказательство теоремы 1. Пусть

𝑆σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦) =

σ∫︁
−σ

σ∫︁
−σ

𝐹 (𝑡, 𝑧) exp(𝑖(𝑡𝑥+ 𝑧𝑦))𝑑𝑡𝑑𝑧 =

σ∫︁
0

⎧⎨⎩
𝑢∫︁

−𝑢

𝐹 (𝑡, 𝑢) exp(𝑖(𝑡𝑥+ 𝑢𝑦))𝑑𝑡

⎫⎬⎭ 𝑑𝑢.

Тогда в силу (1) будем иметь

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑟

𝜕𝑥𝑟
𝑆σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦)

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
σ∫︁

−σ

σ∫︁
−σ

𝐹 (𝑡, 𝑧)𝑡𝑟𝑖𝑟 exp(𝑖𝑡𝑥) exp(𝑖𝑧𝑦)𝑑𝑡𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
σ∫︁

0

⎡⎣ 𝑢∫︁
−𝑢

𝐹 (𝑡, 𝑢)𝑡𝑟 exp(𝑖𝑡𝑥) exp(𝑖𝑢𝑦)𝑑𝑡+

𝑢∫︁
−𝑢

𝐹 (𝑡,−𝑢)𝑡𝑟 exp(𝑖𝑡𝑥) exp(−𝑖𝑢𝑦)𝑑𝑡+

+

𝑢∫︁
−𝑢

𝐹 (𝑢, 𝑧)𝑢𝑟 exp(𝑖𝑢𝑥) exp(𝑖𝑧𝑦)𝑑𝑧 +

𝑢∫︁
−𝑢

𝐹 (−𝑢, 𝑧)𝑢𝑟 exp(−𝑖𝑢𝑥) exp(𝑖𝑧𝑦)𝑑𝑧

⎤⎦ 𝑑𝑢
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Аналогично по переменному 𝑦 получим

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑟

𝜕𝑦𝑟
𝑆σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦)

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
σ∫︁

0

⎡⎣ 𝑢∫︁
−𝑢

𝐹 (𝑡, 𝑢)𝑢𝑟 exp(𝑖𝑡𝑥) exp(𝑖𝑢𝑦)𝑑𝑡+
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+

𝑢∫︁
−𝑢

𝐹 (𝑡,−𝑢)𝑢𝑟 exp(𝑖𝑡𝑥) exp(−𝑖𝑢𝑦)𝑑𝑡+

𝑢∫︁
−𝑢

𝐹 (𝑢, 𝑧)𝑧𝑟 exp(𝑖𝑢𝑥) exp(𝑖𝑧𝑦)𝑑𝑧+

+

𝑢∫︁
−𝑢

𝐹 (−𝑢, 𝑧)𝑧𝑟 exp(−𝑖𝑢𝑥) exp(𝑖𝑧𝑦)𝑑𝑧

⎤⎦ 𝑑𝑢
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Так как в силу доказанной леммы справедливо

‖𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑆σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 ≤ 𝐶𝑝𝐴σ,σ(𝑓)𝐿𝑝 (1 < 𝑝 < ∞),

то применяя неравенства Минковского, получим

𝑅σ,𝑟(𝑓)𝐿𝑝 = ‖𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑈σ,𝑟(𝑓 ;𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 ≤ ‖𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑆σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝+

+ ‖𝑆σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦)− 𝑈σ,𝑟(𝑓 ;𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 ≤ 𝐶𝑝𝐴σ,σ(𝑓)𝐿𝑝 +𝑅σ,𝑟(𝑆σ,σ)𝐿𝑝 . (5)

Очевидно, что

𝑅σ,𝑟(𝑆σ,σ)𝐿𝑝 = ‖𝑆σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦)− 𝑈σ,𝑟(𝑓 ;𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 1

σ𝑟

σ∫︁
0

𝑢𝑟𝑆*
𝑢,𝑢(𝑓 ;𝑥, 𝑦)𝑑𝑢

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿𝑝

= (6)

=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 1

σ𝑟

σ∫︁
0

⎡⎣ 𝑢∫︁
−𝑢

𝑡𝑟𝐴(𝑡, 𝑢)𝑑𝑡+

𝑢∫︁
−𝑢

𝑡𝑟𝐴(𝑡,−𝑢)𝑑𝑡+

𝑢∫︁
−𝑢

𝑧𝑟𝐴(𝑢, 𝑧)𝑑𝑧 +

𝑢∫︁
−𝑢

𝑧𝑟𝐴(−𝑢, 𝑧)𝑑𝑧

⎤⎦ 𝑑𝑢
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿𝑝

.

Определим функцию λ(𝑡, 𝑧) следующим образом

λ(𝑡, 𝑧) =

{︃
𝑡𝑟

𝑡𝑟+𝑧𝑟
, 𝑡 > 𝑧;

𝑧𝑟

𝑡𝑟+𝑧𝑟
, 𝑡 ≤ 𝑧.

Тогда соотношение (6) принимает следующий вид

𝑅σ,𝑟(𝑆σ,σ)𝐿𝑝 =
1

σ𝑟

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

σ∫︁
0

⎡⎣ 𝑢∫︁
−𝑢

λ(𝑡, 𝑢)(𝑡𝑟 + 𝑢𝑟)𝐴(𝑡, 𝑢)𝑑𝑡+

𝑢∫︁
−𝑢

λ(𝑡, 𝑢)(𝑡𝑟 + 𝑢𝑟)𝐴(𝑡,−𝑢)𝑑𝑡+

+

𝑢∫︁
−𝑢

λ(𝑢, 𝑧)(𝑢𝑟 + 𝑧𝑟)𝐴(𝑢, 𝑧)𝑑𝑧 +

𝑢∫︁
−𝑢

λ(𝑢, 𝑧)(𝑢𝑟 + 𝑧𝑟)𝐴(−𝑢, 𝑧)𝑑𝑧

⎤⎦ 𝑑𝑢
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿𝑝

.

Пусть

λ1(𝑡, 𝑧) =
𝑡𝑟

𝑡𝑟 + 𝑧𝑟
, λ2(𝑡, 𝑧) =

𝑧𝑟

𝑡𝑟 + 𝑧𝑟
.

Тогда
𝜕λ1(𝑡, 𝑧)

𝜕𝑡
=

𝑟(𝑡𝑧)𝑟

𝑡(𝑡𝑟 + 𝑧𝑟)2
,

𝜕λ1(𝑡, 𝑧)

𝜕𝑧
= − 𝑟(𝑡𝑧)𝑟

𝑧(𝑡𝑟 + 𝑧𝑟)2
;

𝜕λ2(𝑡, 𝑧)

𝜕𝑡
= − 𝑟(𝑡𝑧)𝑟

𝑡(𝑡𝑟 + 𝑧𝑟)2
,

𝜕λ2(𝑡, 𝑧)

𝜕𝑧
=

𝑟(𝑡𝑧)𝑟

𝑧(𝑡𝑟 + 𝑧𝑟)2
;
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𝜕2λ1(𝑡, 𝑧)

𝜕𝑡𝜕𝑧
=

𝑟2(𝑡𝑧)𝑟(𝑡𝑟 − 𝑧𝑟)

𝑡𝑧(𝑡𝑟 + 𝑧𝑟)3
, (0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑡);

𝜕2λ2(𝑡, 𝑧)

𝜕𝑡𝜕𝑧
=

𝑟2(𝑡𝑧)𝑟(𝑧𝑟 − 𝑡𝑟)

𝑡𝑧(𝑡𝑟 + 𝑧𝑟)3
, (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑧).

Далее очевидно, что⃒⃒⃒⃒
𝑡
𝜕λ1(𝑡, 𝑧)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑚11,

⃒⃒⃒⃒
𝑧
𝜕λ1(𝑡, 𝑧)

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑚12,

⃒⃒⃒⃒
𝑡
𝜕λ2(𝑡, 𝑧)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑚21,

⃒⃒⃒⃒
𝑧
𝜕λ2(𝑡, 𝑧)

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑚22

и ⃒⃒⃒⃒
𝑡𝑧
𝜕2λ1(𝑡, 𝑧)

𝜕𝑡𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑀1,

⃒⃒⃒⃒
𝑡𝑧
𝜕2λ2(𝑡, 𝑧)

𝜕𝑡𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑀2.

Поэтому, применяя известную теорему о мультипликаторах в непериодическом случае
(см. [2, с. 69]), получим

𝑅σ,𝑟(𝑆σ,σ)𝐿𝑝 =
𝐶𝑝

σ𝑟

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

σ∫︁
0

⎡⎣ 𝑢∫︁
−𝑢

(𝑡𝑟 + 𝑢𝑟)𝐴(𝑡, 𝑢)𝑑𝑡+

𝑢∫︁
−𝑢

(𝑡𝑟 + 𝑢𝑟)𝐴(𝑡,−𝑢)𝑑𝑡+

+

𝑢∫︁
−𝑢

(𝑢𝑟 + 𝑧𝑟)𝐴(𝑢, 𝑧)𝑑𝑧 +

𝑢∫︁
−𝑢

(𝑢𝑟 + 𝑧𝑟)𝐴(−𝑢, 𝑧)𝑑𝑧

⎤⎦ 𝑑𝑢
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿𝑝

.

Следовательно, при 1 < 𝑝 < ∞ будем иметь

𝑅σ,𝑟(𝑆σ,σ)𝐿𝑝 ≤
𝐶𝑝

σ𝑟

[︃⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑟

𝜕𝑥𝑟
𝑆σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦)

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑝

+

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑟

𝜕𝑦𝑟
𝑆σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦)

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝑝

]︃
.

После применения оценки С.М. Никольского для норм частных производных целой
функции при 0 < ℎ < σ−1 (см. [4, с. 232]), находим, что

𝑅σ,𝑟(𝑆σ,σ)𝐿𝑝 ≤
𝐶𝑝

σ𝑟
(
σ

2
)𝑟
[︀
‖Δ𝑟

ℎ,𝑥𝑆σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 + ‖Δ𝑟
ℎ,𝑦𝑆σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝

]︀
. (7)

Так как при 1 < 𝑝 < ∞

‖Δ𝑟
ℎ,𝑥𝑆σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 ≤ 𝑀𝑝‖Δ𝑟

ℎ,𝑥𝑓(𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 ,

то из (7) получим

𝑅σ,𝑟(𝑆σ,σ)𝐿𝑝 ≤ 𝐶𝑟,𝑝

[︁
𝜔(1)
𝑟 (𝑓 ;σ−1)𝐿𝑝 + 𝜔(2)

𝑟 (𝑓 ;σ−1)𝐿𝑝

]︁
. (8)

Отсюда из соотношений (5), (8) и неравенства (см. [4, с. 294])

𝐸σ,σ(𝑓)𝐿𝑝 ≤ 𝐶𝑟

[︁
𝜔(1)
𝑟 (𝑓 ;σ−1)𝐿𝑝 + 𝜔(2)

𝑟 (𝑓 ;σ−1)𝐿𝑝

]︁
получим утверждение теоремы 1.
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Доказательство теоремы 2. Докажем первую часть теоремы, то есть справедливость
оценки сверху модуля непрерывности равномерно по 𝑦 величиной (2)

𝜔(1)
𝑟 (𝑓 ;

1

σ
)𝐿𝑝 ≤ 𝑀𝑝,𝑟𝑅σ,𝑟(𝑓)𝐿𝑝 , (9)

где

𝑅σ,𝑟(𝑓)𝐿𝑝 = ‖𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑈σ,𝑟(𝑓 ;𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 =
1

σ𝑟

σ∫︁
0

𝑢𝑟𝑆*
𝑢,𝑢(𝑓 ;𝑥, 𝑦)𝑑𝑢. (10)

Пусть 0 < ℎ < 1
σ
. Tогда

‖Δ𝑟
ℎ,𝑥𝑓(𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 = ‖Δ𝑟

ℎ,𝑥𝑓(𝑥, 𝑦)−Δ𝑟
ℎ,𝑥𝑈σ,𝑟(𝑓 ;𝑥, 𝑦) + Δ𝑟

ℎ,𝑥𝑈σ,𝑟(𝑓 ;𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 ≤

≤ ‖𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑈σ,𝑟(𝑓 ;𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 + ‖Δ𝑟
ℎ,𝑥𝑈σ,𝑟(𝑓 ;𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 . (11)

Принимая во внимание (2) и (10), при 1 < 𝑝 < ∞ имеем

‖Δ𝑟
ℎ,𝑥𝑈σ,𝑟(𝑓 ;𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 ≤ ℎ𝑟‖ 𝜕𝑟

𝜕𝑥𝑟
𝑈σ,𝑟(𝑓 ;𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 =

= ℎ𝑟

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

σ∫︁
0

(︂
1− 𝑢𝑟

σ𝑟

)︂
𝑢𝑟𝑆*

𝑢,𝑢(𝑓 ;𝑥, 𝑦)𝑑𝑢

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿𝑝

≤ 𝑀𝑝

σ𝑟

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

σ∫︁
0

(︂
1− 𝑢𝑟

σ𝑟

)︂
𝑢𝑟𝑆*

𝑢,𝑢(𝑓 ;𝑥, 𝑦)𝑑𝑢

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿𝑝

=

= 𝑀𝑝

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

σ∫︁
0

(︂
1− 𝑢𝑟

σ𝑟

)︂
𝑆*
𝑢,𝑢(𝑓 ;𝑥, 𝑦)𝑑𝑢−

σ∫︁
0

(︂
1− 𝑢𝑟

σ𝑟

)︂2

𝑆*
𝑢,𝑢(𝑓 ;𝑥, 𝑦)𝑑𝑢

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿𝑝

=

= 𝑀𝑝‖𝑈σ,𝑟(𝑓 ;𝑥, 𝑦)− 𝑈σ,𝑟[𝑈σ,𝑟(𝑓 ;𝑥, 𝑦)]‖𝐿𝑝 .

Отсюда
‖Δ𝑟

ℎ,𝑥𝑈σ,𝑟(𝑓 ;𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 ≤ 𝐶𝑝𝐿σ,𝑟‖𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑈σ,𝑟(𝑓 ;𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 ,

где

𝐿σ,𝑟 =

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒4

σ∫︁
0

(︂
1− 𝑢𝑟

σ𝑟

)︂[︂
cos𝑢𝑡

sin𝑢𝑧

𝑧
+ cos𝑢𝑧

sin𝑢𝑡

𝑡

]︂
𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑑𝑡𝑑𝑧.

Интегрируя по частям, получим

𝐿σ,𝑟 =

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

⃒⃒⃒⃒
4
sinσ𝑡 · sinσ𝑧

𝑡𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑡𝑑𝑧 < ∞.

Тогда
‖Δ𝑟

ℎ,𝑥𝑈σ,𝑟(𝑓 ;𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 ≤ 𝐶𝑝,𝑟‖𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑈σ,𝑟(𝑓 ;𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 .

Благодаря (11) получим оценку (9).
Аналогично устанавливается вторая часть теоремы.

Полученные результаты устанавливают в терминах модулей гладкости точный по-
рядок стремления к нулю рассматриваемых отклонений.

В заключение заметим, что теоремы 1 и 2 ранее без доказательства приведены в
работе автора [7].
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Abstract. This paper we studies some issues on the deviation of the
functions of two variables 𝑓(𝑥, 𝑦) defined on the whole two-dimensional space
from integral mean values of their Fourier transforms in the metric of the space
𝐿𝑝(𝑅

2) (1 ≤ 𝑝 < ∞).
Let 𝐿𝑝(𝑅

2) (1 ≤ 𝑝 < ∞) stand for the space of measurable functions
𝑓(𝑥, 𝑦) such that

‖𝑓(𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 =

⎧⎨⎩
∞∫︁

−∞

∞∫︁
−∞

|𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑝𝑑𝑥𝑑𝑦

⎫⎬⎭
1
𝑝

< ∞ (1 ≤ 𝑝 < ∞),

‖𝑓(𝑥, 𝑦)‖𝐿∞ = 𝑣𝑟𝑎𝑖 sup
𝑥,𝑦

|𝑓(𝑥, 𝑦)| < ∞,

and almost everywhere there exists the Fourier transform

𝐹 (𝑡, 𝑧) =
1

2π

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

𝑓(𝑢, 𝑣) exp(−𝑖(𝑡𝑢+ 𝑧𝑣))𝑑𝑢𝑑𝑣,

where

𝐹 (𝑡, 𝑧) ∈ 𝐿𝑞(𝑅
2) (

1

𝑝
+

1

𝑞
= 1).

For any σ > 0 we consider

𝑆σ,σ(𝑓 ;𝑥, 𝑦) =

σ∫︁
−σ

σ∫︁
−σ

𝐹 (𝑡, 𝑧) exp(𝑖(𝑡𝑥+ 𝑧𝑦))𝑑𝑡𝑑𝑧 =

=

σ∫︁
0

⎧⎨⎩
𝑢∫︁

−𝑢

𝐴(𝑡, 𝑢)𝑑𝑡+

𝑢∫︁
−𝑢

𝐴(𝑡,−𝑢)𝑑𝑡+

𝑢∫︁
−𝑢

𝐴(𝑢, 𝑧)𝑑𝑧 +

𝑢∫︁
−𝑢

𝐴(−𝑢, 𝑧)𝑑𝑧

⎫⎬⎭ 𝑑𝑢 =

=

σ∫︁
0

𝑆*
𝑢,𝑢(𝑓 ;𝑥, 𝑦)𝑑𝑢,

where 𝐴(𝑡, 𝑧) = 𝐹 (𝑡, 𝑧) exp(𝑖(𝑡𝑥+ 𝑧𝑦)).
This paper estimates the value

𝑅σ,𝑟(𝑓)𝐿𝑝 = ‖𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑈σ,𝑟(𝑓 ;𝑥, 𝑦)‖𝐿𝑝 ,
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where

𝑈σ,𝑟(𝑓 ;𝑥, 𝑦) =

σ∫︁
0

(︂
1− 𝑢𝑟

σ𝑟

)︂
𝑆*
𝑢,𝑢(𝑓 ;𝑥, 𝑦)𝑑𝑢.

Theorem 1. If 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿𝑝(𝑅
2) (1 < 𝑝 ≤ 2), then the following bound is

valid

𝑅σ,𝑟(𝑓)𝐿𝑝 ≤ 𝐶𝑝,𝑟

{︂
𝜔(1)
𝑟 (𝑓 ;

1

σ
)𝐿𝑝 + 𝜔(2)

𝑟 (𝑓 ;
1

σ
)𝐿𝑝

}︂
,

where

𝜔(1)
𝑟 (𝑓 ;𝑢)𝐿𝑝 = sup

|ℎ|≤𝑢

‖Δ𝑟
𝑥,ℎ𝑓‖𝐿𝑝 = sup

|ℎ|≤𝑢

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑟∑︁
ν=0

(−1)𝑟−ν(𝑟ν)𝑓(𝑥+ νℎ, 𝑦)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝

,

𝜔(2)
𝑟 (𝑓 ;𝑢)𝐿𝑝 = sup

|ℎ|≤𝑢

‖Δ𝑟
ℎ,𝑦𝑓‖𝐿𝑝 = sup

|ℎ|≤𝑢

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑟∑︁
ν=0

(−1)𝑟−ν(𝑟ν)𝑓(𝑥, 𝑦 + νℎ)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿𝑝

,

𝐶𝑝,𝑟 is a constant value that depends only on 𝑝 and 𝑟.
Theorem 2. Under the assumptions of Theorem 1 with 1 < 𝑝 ≤ 2 the

following bound is valid

𝜔(ν)
𝑟 (𝑓 ;

1

σ
)𝐿𝑝 ≤ 𝑀𝑝,𝑟𝑅σ,𝑟(𝑓)𝐿𝑝 (ν = 1, 2),

where the constant 𝑀𝑝,𝑟 depends only on 𝑝 and 𝑟.

Key words: function of two variables, Fourier series, Fourier transformation,
partial sums of Fourier series, integral mean values, entire function of finite order,
best approximation, modulus of continuity.
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