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Аннотация. В настоящей статье изучается задача оптимального вос-
становления производных высшего порядка от ограниченных аналитических
функций, заданных в единичном круге в нуле по информации об их значениях
в точках 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛, образующими правильный многоугольник. Работа состоит
из введения и двух разделов. Во введении приводятся необходимые понятия и
результаты из работ К.Ю. Осипенко и С.Я. Хавинсона. В первом разделе уста-
навливаются некоторые свойства произведения Бляшке, которое имеет нули в
точках 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛. После этого вычисляется погрешность наилучшего метода
приближения производных 𝑓 (𝑁)(0), 1 ≤ 𝑁 ≤ 𝑛 − 1 по значениям 𝑓(𝑧1), . . . ,
𝑓(𝑧𝑛). Здесь же выписывается соответствующая экстремальная функция. Во
втором разделе устанавливается единственность линейного наилучшего мето-
да приближения, а затем вычисляются его коэффициенты.

Ключевые слова: оптимальное восстановление, наилучший метод при-
ближения, погрешность наилучшего метода, экстремальная функция, линей-
ный наилучший метод, коэффициенты линейного наилучшего метода.

Введение

Пусть 𝐾 = {𝑧 : |𝑧| < 1} — единичный круг, а Γ = {𝑧 : |𝑧| = 1} — единичная
окружность. Обозначим через 𝐵1(𝐾) = {𝑓(𝑧) : |𝑓(𝑧)| ≤ 1, 𝑧 ∈ 𝐾} — множество анали-
тических функций, заданных в круге 𝐾. Пусть также

𝑧1 = 𝑅, 𝑧2 = 𝑅𝑒𝑖
2π
𝑛 , . . . , 𝑧𝑛 = 𝑅𝑒𝑖(𝑛−1) 2π

𝑛 − (1)
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точки, образующие правильный многоугольник, где 𝑛 ≥ 3, а 0 < 𝑅 < 1. Если
𝑆(𝑡1, . . . 𝑡𝑛) — любая комплексная функция 𝑛 комплексных переменных, то погрешно-
стью приближения методом 𝑆 𝑁 -й производной 𝑓 (𝑁)(0) по информации о значениях
𝑓(𝑧1), . . . , 𝑓(𝑧𝑛) называется следующая величина

𝑟𝑛(𝑆) = sup
𝑓(𝑥)∈𝐵1(𝐾)

⃒⃒⃒
𝑓 (𝑁)(0)− 𝑆(𝑓(𝑧1), . . . , 𝑓(𝑧𝑛))

⃒⃒⃒
.

Согласно работе К.Ю. Осипенко [4] существует линейный наилучший метод приближе-
ния

𝑆0 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝑓(𝑧𝑘)

(здесь 𝑐𝑘 — комплексные числа), для которого выполняются следующие равенства

𝑟𝑛(𝑆0) = inf
𝑆
𝑟𝑛(𝑆) = sup

𝑓(𝑧)∈𝐵1(𝐾)
𝑓(𝑧1)=···=𝑓(𝑧𝑛)=0

⃒⃒⃒
𝑓 (𝑁)(0)

⃒⃒⃒
. (2)

В дальнейшем погрешность наилучшего метода приближения обозначаем
𝑟𝑁(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛), то есть 𝑟𝑁(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) = 𝑟𝑛(𝑆0). Заметим, что задачи оптимального
восстановления некоторых классов функций и их производных по значениям функций
в конечном числе точек изучались во многих работах (см., например, [1–5; 7]. В работе
[7] (см. также [4]) была решена задача оптимального восстановления значений функ-
ций, заданных в единичном круге и принадлежащих классу Харди 𝐻𝑝 (1 ≤ 𝑝 ≤ ∞), в
точке 𝑧0 по их значениям в различных точках 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛. В работе [5] рассматривалась
аналогичная задача оптимального восстановления производных от функций класса 𝐻𝑝.
При этом в работе [5] учитывались значения функций и их производных и в самой
точке 𝑧0. В статьях [1; 2] исследовали похожие задачи, но уже по значениям функций
в точках, заданных с погрешностью. В настоящей работе не применяются результаты,
полученные в статье [5], так как в ней не используются значения функций и их
производных в нуле. Приведем некоторые результаты из работы [6] (см. также [8]).

Если 𝜔(ζ) — суммируемая на Γ функция, то выполняется соотношение двойствен-
ности

sup
𝑓∈𝐵1(𝐾)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
Γ

𝑓(ζ)𝜔(ζ)𝑑ζ

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = min

ϕ∈𝐻1

∫︁
Γ

|𝜔(ζ)− ϕ(ζ)||𝑑ζ|, (3)

где 𝐻1 — класс Харди. В рассматриваемом случае существуют экстремальные функции
𝑓 *(𝑧) ∈ 𝐵1(𝐾) и ϕ*(𝑧) ∈ 𝐻1 для равенства (3). Причем, функция 𝑓 *(𝑧) единственна
с точностью до множителя 𝑒𝑖𝑡 (𝑡 ∈ R), а ϕ*(𝑧) — единственна. Кроме того, функции
𝑓 *(𝑧) ∈ 𝐵1(𝐾) и ϕ*(𝑧) ∈ 𝐻1 являются экстремальными тогда и только тогда, когда
почти везде на Γ выполняется соотношение

𝑓 *[𝜔(ζ)− ϕ*(ζ)]𝑑ζ = 𝑒𝑖δ|𝜔(ζ)− ϕ*(ζ)|𝑑𝑠, (4)

где δ — действительная константа. В работе [6] установлено следующее. Если 𝜔(ζ) явля-
ется граничным значением на Γ мероморфной в �̄� функции 𝜔(𝑧) с полюсами β1, . . . ,β𝑚

(каждый полюс повторен столько раз, какова его кратность), то произведение

𝑓 *(𝑧) (𝜔(𝑧)− ϕ*(𝑧))
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является аналитической функцией (за исключением полюсов) вплоть до границы Γ и
имеет в �̄�

𝑀 = 𝑚− 1 (5)

нулей. Приведем еще две формулы, полученные в работе [3]:

𝑛∏︁
𝑗=2

(𝑅− 𝑧𝑗) = 𝑅𝑛−1𝑛, (6)

𝑛∏︁
𝑗=2

(1− 𝑧𝑗𝑅) =
1−𝑅2𝑛

1−𝑅2
. (7)

1. Нахождение погрешности наилучшего метода

Лемма 1. Если

𝐵(𝑧) =
𝑛∏︁

𝑘=1

𝑧 − 𝑧𝑘
1− 𝑧𝑘𝑧

−

конечное произведение Бляшке, в котором точки 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛 определяются при помо-
щи формулы (1), то справедливы соотношения

𝐵(𝑧) = 𝐵(𝑒𝑖
2π
𝑛 𝑧), 𝑧 ∈ �̄�, (8)

𝐵(0) = −𝑅𝑛, (9)

𝐵(𝑗)0) = 0, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛− 1. (10)

Доказательство. Сначала убедимся в справедливости равенства (8). В самом деле

𝐵
(︁
𝑒𝑖

2π
𝑛 𝑧
)︁
=

𝑒𝑖
2π
𝑛 𝑧 −𝑅

1−𝑅𝑒𝑖
2π
𝑛 𝑧

· 𝑒𝑖
2π
𝑛 𝑧 −𝑅𝑒𝑖

2π
𝑛

1−𝑅𝑒−𝑖 2π
𝑛 𝑒𝑖

2π
𝑛 𝑧

. . .
𝑒𝑖

2π
𝑛 𝑧 −𝑅𝑒𝑖(𝑛−1) 2π

𝑛

1−𝑅𝑒−𝑖(𝑛−1) 2π
𝑛 𝑒𝑖

2π
𝑛 𝑧

=

=
𝑧 −𝑅𝑒−𝑖 2π

𝑛

1−𝑅𝑒𝑖
2π
𝑛 𝑧

· 𝑧 −𝑅

1−𝑅𝑧
. . .

𝑧 −𝑅𝑒𝑖(𝑛−2) 2π
𝑛

1−𝑅𝑒−𝑖(𝑛−2) 2π
𝑛 𝑧

= 𝐵(𝑧).

Равенство (9) доказывается непосредственно. После этого докажем соотношения (10).
Для этого разложим произведение Бляшке 𝐵(𝑧) в ряд Маклорена

𝐵(𝑧) = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + 𝑎2𝑧
2 + · · ·+ 𝑎𝑗𝑧

𝑗 + . . .

Отсюда вытекает (см. (8))

𝐵
(︁
𝑒𝑖

2π
𝑛 𝑧
)︁
= 𝑎0 + 𝑎1𝑒

𝑖 2π
𝑛 𝑧 + · · ·+ 𝑎𝑗

(︁
𝑒𝑖

2π
𝑛

)︁𝑗
𝑧𝑗 + . . .

При 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛− 1 справедливо 𝑒𝑖𝑗
2π
𝑛 ̸= 1 и, значит, 𝑎𝑗 = 0. Так как 𝑎𝑗 = 𝐵(𝑗)(0)/𝑗!, то

отсюда и вытекают равенства (10).

Замечание. Нетрудно убедиться в том, что если число 𝑗 не кратно 𝑛, то 𝐵(𝑗)(0) = 0.
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Лемма 2. Если 𝑁 — натуральное число, то

𝑑 = sup
𝐹 (𝑧)∈𝐵1(𝐾)

⃒⃒
𝐹𝑁(0)

⃒⃒
= 𝑁 !, (11)

а экстремальная функция этой задачи имеет вид

𝐹 *(𝑧) = 𝑒𝑖δ𝑧𝑁 , где δ ∈ R. (12)

Доказательство. Так как 𝐹 (𝑧) = 𝑧𝑁 ∈ 𝐵1(𝐾) и 𝐹 (𝑁)(𝑧) = 𝑁 !, то 𝑑 ≥ 𝑁 !.
Пусть теперь функция 𝐹 (𝑧) ∈ 𝐵1(𝐾). Тогда

⃒⃒⃒
𝐹 (𝑁)(0)

⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑁 !

2π𝑖

∫︁
Γ

𝐹 (ζ)

ζ𝑁+1
𝑑ζ

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 𝑁 !

2π

∫︁
Γ

|𝑑ζ| = 𝑁 !

и, значит, 𝑑 ≤ 𝑁 ! Отсюда и вытекает равенство (11). Согласно предыдущему экс-
тремальная функция задачи (11) единственна с точностью до множителя 𝑒𝑖δ и имеет
вид (12).

Теорема 1. В случае, когда 1 ≤ 𝑁 ≤ 𝑛 − 1, погрешность наилучшего метода при-
ближения значений 𝑓 (𝑁)(0) по значениям 𝑓(𝑧1), . . . , 𝑓(𝑧𝑛) вычисляется по формуле

𝑟𝑁(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) = 𝑁 !𝑅𝑛. (13)

Экстремальная функция 𝑓 *𝑧) задачи (2) единственна с точностью до множителя
𝑒𝑖δ, где δ ∈ R, и имеет вид

𝑓 *(𝑧) = 𝑒𝑖δ𝑧𝑁𝐵(𝑧). (14)

Доказательство. Обозначим

𝐴 = {𝑓(𝑧) : 𝑓(𝑧) ∈ 𝐵1(𝐾), 𝑓(𝑧1) = · · · = 𝑓(𝑧𝑛) = 0}

семейство аналитических функций. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐴. Рассмотрим функцию

𝑔(𝑧) =
𝑓(𝑧)

/𝐵(𝑧)
.

Если |𝑧| = 1, то |𝑔(𝑧)| = |𝑓(𝑧)| ≤ 1. Отсюда следует, что если 𝑓(𝑧) ∈ 𝐴, то 𝑓(𝑧) =
= 𝐵(𝑧)𝑔(𝑧), где 𝑔(𝑧) ∈ 𝐵1(𝐾). Так как согласно (10)

𝑓 (𝑁)(0) =
𝑁∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛 𝐵

(𝑁−𝑘)(0)𝑔(𝑘)(0) = 𝐶𝑁
𝑁 𝐵(0)𝑔(𝑁)(0) = 𝐵(0)𝑔(𝑁)(0),

то в силу (2), (9), (11)

𝑟𝑛(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) = |𝐵(0)| sup
𝑔(𝑧)∈𝐵1(𝐾)

⃒⃒⃒
𝑔(𝑁)(0)

⃒⃒⃒
= 𝑁 !𝑅𝑛.

Понятно, что экстремальная функция 𝑓 *(𝑧) задачи (2) единственна с точностью до
множителя 𝑒𝑖δ, где δ ∈ R (см. лемму 2) и имеет вид (14). Теорема доказана.
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Следствие 1. Так как 𝑓 *(𝑧) является экстремальной функцией задачи (2), то⃒⃒⃒
𝑓 *(𝑁)(0)

⃒⃒⃒
= 𝑟𝑁(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛). Отсюда следует, что 𝑓 *(𝑧) является экстремальной

функцией задачи

𝑟𝑁(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) = sup
𝑓(𝑧)∈𝐵1(𝐾)

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑓 (𝑁)(0)−

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑓(𝑧𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒ = sup

𝑓(𝑧)∈𝐵1(𝐾)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
Γ

𝜔(ζ)𝑓(ζ)𝑑ζ

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ , (15)

где
∑︀𝑛

𝑘=1 𝑐𝑘𝑓(𝑧𝑘) — любой из линейных наилучших методов приближения, а

𝜔(ζ) =
1

2π𝑖

(︃
𝑁 !

ζ𝑁+1
−

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘
ζ− 𝑧𝑘

)︃
. (16)

Значит, экстремальная функция задачи (15) имеет вид 𝑒𝑖δ𝑓 *(𝑧), где δ ∈ R.
Следствие 2. Мероморфная функция 𝑅(𝑧) = 𝑓 *(𝑧)(𝜔(𝑧) − ϕ*(𝑧)), в которой 𝑓 *(𝑧)
является экстремальной функцией задачи (2), 𝜔(𝑧) имеет вид (16), а ϕ*(𝑧) — экс-
тремальная функция в правой части равенства (3) не равна нулю в замкнутом круге
�̄� (см. (5), (14)) и имеет только одну особую точку в нуле.

Замечание. Если
∑︀𝑛

𝑘=1 𝑐𝑘𝑓(𝑧𝑘) — линейный наилучший метод, а 𝑓 *(𝑧) является экс-
тремальной функцией задачи (2), то выполняется соотношение (4), в котором функция
𝜔(ζ) имеет вид (16).

2. Определение коэффициентов линейного наилучшего метода приближения

Лемма 3. Линейный наилучший метод приближения
∑︀𝑛

𝑘=1 𝑐𝑘𝑓(𝑧𝑘) значений 𝑓 (𝑁)(0)
по значениям 𝑓(𝑧1), . . . , 𝑓𝑧𝑛) единственен.

Доказательство. Предположим, что существует еще один линейный наилучший метод∑︀𝑛
𝑘=1 𝑐𝑘𝑓(𝑧𝑘). Тогда

sup
𝑓(𝑧)∈𝐵1(𝐾)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
Γ

𝜔1(ζ)𝑓(ζ) 𝑑ζ

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 𝑟𝑁(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛),

где

𝜔1(ζ) =
1

2π𝑖

(︃
𝑁 !

ζ𝑁+1
−

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘
ζ− 𝑧𝑘

)︃
. (17)

Экстремальная функция ϕ*
1(𝑧) такая, что ϕ*

1(𝑧) ∈ 𝐻1 (см. (3)), и 𝑓 *(𝑧) удовлетворяет
согласно формуле (4) соотношению

𝑓 *(ζ)[𝜔1(ζ)− ϕ*
1(ζ)]𝑑ζ = 𝑒𝑖δ1|𝜔1(ζ)− ϕ*

1(ζ)||𝑑ζ|, (18)

где δ1 — вещественная константа. Введем обозначение

𝑅1(𝑧) = 𝑓 *(𝑧)[𝜔1(𝑧)− ϕ*
1(𝑧)].
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Рассмотрим функцию

𝑄(𝑧) = 𝑒𝑖θ
𝑅1(𝑧)

𝑅(𝑧)
= 𝑒𝑖θ

𝜔1(𝑧)− ϕ*(𝑧)

𝜔(𝑧)− ϕ*(𝑧)
,

где θ = δ − δ1 (см. (4), (18)). Так как 𝑅(𝑧) ̸= 0, когда 𝑧 ∈ �̄�, то согласно следствию 2
функция 𝑄(𝑧) имеет особую точку только в нуле. Убедимся в том, что и в нуле она
аналитична. В самом деле согласно (16), (17) выполнено

𝑄(0) = lim
𝑧→0

𝑄(𝑧) = 𝑒𝑖θ lim
𝑧→0

𝑧𝑁+1(𝜔1(𝑧)− ϕ*(𝑧))

𝑧𝑁+1(𝜔(𝑧)− ϕ*(𝑧))
= 𝑒𝑖θ.

Итак, функция 𝑄(𝑧) аналитична в �̄�. Кроме того, 𝑄(𝑧) принимает положительные
значения на окружности Γ (см. (4), (18)). Тогда 𝑄(𝑧) = 𝐶 для всех 𝑧 ∈ �̄�, где 𝐶 > 0 —
константа. Следовательно, 𝑄(𝑧) = 1 и поэтому 𝑐1 = 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛 = 𝑐𝑛. То есть линейный
наилучший метод приближения единственен.

Теорема 2. Коэффициенты линейного наилучшего метода приближения∑︀𝑛
𝑘=1 𝑐𝑘𝑓(𝑧𝑘) значений 𝑓 (𝑁)(0) по значениям 𝑓(𝑧1), . . . , 𝑓(𝑧𝑛) в случае, когда

1 ≤ 𝑁 ≤ 𝑛− 1 находятся по формуле

𝑐𝑘 = 𝑁 !
(1−𝑅2𝑛)

𝑅𝑁𝑛
𝑒−𝑖𝑁 2π

𝑛
(𝑘−1),

где 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.

Доказательство. Так как метод
∑︀𝑛

𝑘=1 𝑐𝑘𝑓(𝑧𝑘) является линейным наилучшим методом,
то для любой функции 𝑓(𝑧) ∈ 𝐵1(𝐾)⃒⃒⃒⃒

⃒𝑓 (𝑁)(0)−
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝑓(𝑧𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝑟𝑁(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛).

Функция 𝑓
(︁
𝑒𝑖

2π
𝑛 𝑧
)︁
∈ 𝐵1(𝐾). Отсюда⃒⃒⃒⃒
⃒𝑒𝑖𝑁 2π

𝑛 𝑓 (𝑁)(0)−
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑐𝑘𝑓(𝑒
𝑖 2π

𝑛 𝑧𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝑟𝑁(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛).

Значит, для любой функции 𝑓(𝑧) ∈ 𝐵1(𝐾) выполняется неравенство⃒⃒⃒⃒
⃒𝑓 (𝑁)(0)−

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘 𝑒
−𝑖𝑁 2π

𝑛 𝑓(𝑒𝑖
2π
𝑛 𝑧𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝑟𝑁(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛).

Так как линейный наилучший метод приближения единственен, то коэффициенты 𝑐𝑘
удовлетворяют следующему соотношению

𝑐𝑘 = 𝑐1𝑒
−𝑖𝑁 2π

𝑛
(𝑘−1), при всех 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. (19)

После этого рассмотрим следующий интеграл

𝐽 =
𝑁 !

2π𝑖

∫︁
Γ

𝐵(0)

𝑧𝑁+1𝐵(𝑧)
𝑓(𝑧) 𝑑𝑧,
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где 𝑓(𝑧) ∈ 𝐵1(𝐾). Оценим модуль интеграла (см. (9))

|𝐽 | ≤ 𝑁 !

2π

∫︁
Γ

|𝐵(0)||𝑓(𝑧)||𝑑𝑧| ≤ 𝑁 !𝑅𝑛

2π

∫︁
Γ

|𝑑𝑧| ≤ 𝑁 !𝑅𝑛. (20)

Теперь вычислим интеграл 𝐽 . Введем обозначие

Φ(𝑧) =
𝐵(0)

𝑧𝑁+1𝐵(𝑧)
.

Разложим функцию Φ(𝑧) в ряд Лорана в некоторой окрестности 𝑈 с центром в точке
ноль

Φ(𝑧) =
𝐶−(𝑁+1)

𝑧𝑁+1
+

𝐶−𝑁

𝑧𝑁
+

𝐶−(𝑁−1)

𝑧𝑁−1
+ · · ·+ 𝐶−1

𝑧
+ 𝑉 (𝑧), (21)

где 𝑉 (𝑧) аналитическая функция в окрестности 𝑈 .
Найдем коэффициенты 𝐶−(𝑁+1), . . . , 𝐶−1. Так как

𝐵(0)

𝐵(𝑧)
= 𝐶−(𝑁+1) + 𝐶−𝑁𝑧 + 𝐶−(𝑁−1)𝑧

2 + · · ·+ 𝑐−1𝑧
𝑁 + . . . ,

то

𝐶−(𝑁+1) = lim
𝑧→0

𝐵(0)

𝐵(𝑧)
= 1.

Понятно, что согласно (10)

𝐶−𝑁 = lim
𝑧→0

𝐵(0)
(︀
(𝐵(𝑧))−1

)︀′
= −𝐵(0) lim

𝑧→0

𝐵′(𝑧)

𝐵2(𝑧)
= 0.

Аналогично доказывается, что 𝐶−(𝑁−1) = · · · = 𝐶−1 = 0. Отсюда и из (21) вытекает

Φ(𝑧) =
1

𝑧𝑁+1
−

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘
𝑧 − 𝑧𝑘

+ ψ(𝑧),

где ψ(𝑧) аналитическая в �̄� функция, а

𝑎𝑘 = − res
𝑧=𝑧𝑘

Φ(𝑧), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. (22)

Следовательно,

𝐽 =
1

2π𝑖

∫︁
Γ

(︃
𝑁 !

ζ𝑁+1
−𝑁 !

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘
ζ− 𝑧𝑘

)︃
𝑓(ζ) 𝑑ζ = 𝑓 (𝑁)(0)−𝑁 !

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑓(𝑧𝑘).

Итак, в силу (13), (20) ⃒⃒⃒⃒
⃒𝑓 (𝑁)(0)−

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑓(𝑧𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝑟𝑁(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛)

36 М.П. Овчинцев. Об оптимальном восстановлении производных от аналитических функций



МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА

при всех 𝑓(𝑧) ∈ 𝐵1(𝐾), где 𝑐𝑘 = 𝑁 !𝑎𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Значит, 𝑐𝑘 — коэффициенты
линейного наилучшего метода. Найдем коэффициент 𝑐1. В силу (6), (7), (22) имеем

𝑐1 = −𝑁 !𝐵(0) res
𝑧=𝑅

1

𝑧𝑁+1𝐵(𝑧)
= −𝑁 !𝐵(0) lim

𝑧→𝑅

(𝑧 −𝑅)(1−𝑅𝑧)
∏︀𝑛

𝑘=2(1− 𝑧𝑘𝑧)

𝑧𝑁+1(𝑧 −𝑅)
∏︀𝑛

𝑘=2(𝑧 − 𝑧𝑘)
=

= −𝑁 !𝐵(0)
(1−𝑅2)

∏︀𝑛
𝑘=2(1− 𝑧𝑘𝑅)

𝑅𝑁+1
∏︀𝑛

𝑘=2(𝑅− 𝑧𝑘)
= −𝑁 !(−𝑅𝑛)

1−𝑅2𝑛

𝑅𝑁+1𝑅𝑛−1𝑛
= 𝑁 !

1−𝑅2𝑛

𝑅𝑁𝑛
.

Отсюда (см. (19)) и вытекает справедливость теоремы 2.
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Abstract. In this paper, the author solves the problem of optimal recovery
of derivatives of bounded analytic functions defined at zero of the unit circle.
Recovery is performed based on information about the values of these functions
at points 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛, that form a regular polygon. The article consists of an
introduction and two sections. The introduction discusses the necessary concepts
and results from the works of K.Yu. Osipenko and S.Ya. Khavinson, that form the
basis for the solution of the problem. In the first section, the author proves some
properties of the Blaschke product with zeros at points 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛. After this, the
error of the best approximation method of derivatives 𝑓 (𝑁)(0), 1 ≤ 𝑁 ≤ 𝑛 − 1,
by values 𝑓(𝑧1), . . . , 𝑓(𝑧𝑛) is calculated. In the same section the author gives
the corresponding extremal function. In the second section, the uniqueness of
the linear best approximation method is established, and then its coefficients
are calculated. At the end of the article, the formulas found for calculating the
coefficients are substantially simplified.

Key words: optimal recovery, best approximation method, error of the best
method, extremal function, linear best method, coefficients of the linear best
method.
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