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Аннотация.Предметом исследования являются дисперсные системы, по-
глощающие падающее электромагнитное излучение, инициирующее в них
процесс теплопереноса. Рассмотрены системы, состоящие из двух взаимодей-
ствующих сфер и двух параллельных цилиндров (сближение двух частиц,
взвешенных, например, в воздухе, более вероятно, чем сближение 𝑁 частиц
(𝑁 > 2)). На основе теории Ми получены аналитические решения для компо-
нент вектора напряженности электрического поля внутри дисперсных частиц,
которые были использованы для расчетов распределения мощности тепловых
источников по их сечениям. Кроме того, рассмотрена неоднородная по со-
ставу сферическая частица. Для этого случая расчеты произведены методом
конечных элементов.

Ключевые слова: дисперсные системы, неоднородная по составу части-
ца, загрязнение атмосферы, компьютерное моделирование, электромагнитное
излучение, теплоперенос, аналитические решения, метод конечных элементов.
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Введение

Аэрозольное загрязнение атмосферы — глобальная экологическая проблема, кото-
рая становится все острее из-за роста совокупного промышленного потенциала челове-
чества. Аэрозольные частицы могут долгое время находиться в атмосфере во взвешен-
ном состоянии благодаря малым размерам. Из-за этого же суммарная граница раздела
частиц и атмосферы огромна. Поэтому все физико-химические процессы, происходящие
на этой границе, оказывают существенное влияние на окружающую среду.

Исследования в области физики атмосферных аэрозолей направлены на решение
важнейших прикладных задач [5], таких как:

– борьба с загрязнением атмосферы и охрана воздушного бассейна;

– предотвращение опасных природных явлений;

– рассеяние облаков и туманов для обеспечения безопасности полетов;

– инициирование локальных изменений климата путем воздействия на облака;

– влияние на суммарную границу раздела аэрозольных частиц и воздуха.

В последнее время все большую актуальность приобретают научные исследования,
касающиеся управления процессами в аэрозольных системах с различными физико-
химическими свойствами.

Важным аспектом в проблеме воздействий является управление процессом. Поми-
мо умения вызывать желаемые изменения окружающей среды в результате воздействия
на нее, необходимо сохранять способность контролировать или предотвращать нежела-
тельные изменения.

Аэрозоли, находящиеся в атмосфере, могут быть как естественного, так и искус-
ственного происхождения. В частности, например, в результате производственной дея-
тельности человека могут образовываться аэрозоли, содержащие примеси, оказывающие
вредное влияние как на человека так и на окружающую среду.

Современное состояние знаний о влиянии аэрозолей различного происхождения на
климатические процессы изложено в книге [6]. Автор отмечает тот факт, что аэрозо-
ли — это не только рассеивающий, но и поглощающий элемент атмосферы. В [8] также
отмечается важная роль атмосферного аэрозоля как экологического и климатообразую-
щего фактора. Здесь же подчеркивается, что распространение аэрозолей от источников
загрязнений существенно влияет на здоровье человека; особая роль здесь у вторичных
наноаэрозолей, легко проникающих в организм. Большое количество работ посвяще-
но важным темам образования, роста аэрозолей и состава аэрозольных частиц. В ра-
боте [13] предложена статистическая микрофизическая модель аэрозолей приземного
слоя, на основе которой проведены расчеты вариационных коэффициентов оптических
аэрозольных характеристик по микрофизическим параметрам. Работа [9] посвящена си-
стемам атмосферных аэрозолей с учетом зависимости формы частиц от условий их
роста (температуры и влажности). В статье [19] особое внимание уделено последним
достижениям в теории образования аэрозольных частиц и их дальнейшего роста. В ра-
боте [2] рассмотрены эмпирические модели и оптические характеристики аэрозольных
ансамблей двуслойных частиц.

Ранее нами по этой проблематике исследовано воздействие электромагнитного из-
лучения на системы дисперсных частиц, взвешенных в атмосфере с учетом поглощения
ими электромагнитного излучения (см. [4; 7; 10; 12; 20; 22]).
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На основе изучения данных о реальных аэрозольных системах мы используем мо-
дели дисперсных частиц — сфера и цилиндр — как предельные случаи их форм. В
своих работах мы развиваем подходы к решению проблемы взаимодействия электро-
магнитных волн с поглощающими излучение аэрозольными частицами со следующими
характеристиками:

– система двух однородных сфер (например, в работах [7; 10; 12]);

– одиночные сферические частицы с неоднородными включениями [10];

– ансамбли сфер (однородные частицы как одинаковые, так различного размера,
неоднородные частицы как одинаковые, так различного размера) [10];

– системы параллельных цилиндрических частиц (однородных и неоднородных по
составу (с коаксиальными и не коаксиальными включениями)) [3; 20].

Если рассматриваются аэрозоли, представляющие собой капли (воды, как правило)
в воздухе, то форма капель — сферическая (при определенном воздействии некоторых
факторов — взаимодействия капель, электромагнитного излучения — капли становятся
сфероидальными). Задача взаимодействия электромагнитного излучения с двумя сфери-
ческими каплями, даже при условии их взаимодействия, может быть решена аналити-
чески.

Для аэрозольных частиц вытянутой формы (цилиндров) при определенных услови-
ях тоже могут быть получены аналитические решения.

Из результатов изучения формирования реальных природных аэрозолей следует,
что в твердой фазе возникают полидисперсные частицы с неоднородной структурой.
В этой связи модель аэродисперсной системы включает в себя различные по размеру,
форме и составу частицы. Аналитическое решение систем уравнений переноса (Макс-
велла (если аэрозоль находится в электромагнитном поле), теплопереноса, Навье —
Стокса) оказывается чрезвычайно громоздким, и в общем случае расчеты необходимо
проводить численно. К тому же задача, как правило, нелинейна.

В настоящей работе мы использовали численные результаты расчета тепловых ис-
точников внутри поглощающих частиц с учетом влияния соседней частицы, полученные
на основе теории Ми (см. п. 1), а также решения уравнения Лапласа в длинноволновом
приближении (п. 2) для расчета температуры в неоднородной дисперсной сферической
частице с неконцентрическим включением (п. 3). Для расчета источников по аналити-
ческим формулам были использованы характеристики реальных дисперсных систем и
характеристики инициирующего излучения. Использование этих результатов в прове-
денных вычислительных экспериментах методом конечных элементов является новым.

1. Аналитические решения для систем двух сферических частиц,
взаимодействующих в поле электромагнитного излучения

Нами были рассмотрены две сферические частицы, находящиеся в поле плоской
монохроматической электромагнитной волны (рис. 1). С частицами связаны три системы
правовинтовых декартовых координат:

1) 𝑂1 𝑥1 𝑦1 𝑧, ось 𝑧 которой направлена вдоль линии, соединяющей центры частиц;

2) 𝑂2 𝑥2 𝑦2 𝑧, где оси 𝑥1 и 𝑥2, 𝑦1 и 𝑦2 параллельны друг другу;
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3) 𝑂1 𝑥
′ 𝑦′ 𝑧′, у которой ось 𝑧′ направлена параллельно волновому вектору �⃗� плоской

монохроматической электромагнитной волны, ось 𝑥′ — вектору напряженности
электрического поля �⃗�, а ось 𝑦′ — вектору напряженности магнитного поля �⃗�.

Вектор �⃗� образует угол θ с положительным направлением оси 𝑧. Направление оси
𝑥1 выбирается таким образом, чтобы вектор �⃗� лежал в плоскости 𝑥1𝑂1𝑧. Плоскости
𝑥1𝑂1𝑧 и 𝑥′𝑂1𝑦

′ пересекаются по прямой 𝐿′. Декартовым системам координат ставятся
в соответствие сферические координаты 𝑟1θ1ϕ, 𝑟2θ2ϕ, 𝑟′θ′ϕ′. 𝐿 — линия пересечения
плоскостей 𝑥1𝑂1𝑦1 и 𝑥′𝑂1𝑦

′. Электрический вектор �⃗� образует угол β с плоскостью
ϕ = 0.

Рис. 1. Две сферические частицы
в поле плоской монохроматической электромагнитной волны

Распределение электромагнитного поля вне и внутри сфер описывается системой
уравнений Максвелла, из которых следует:

Δ�⃗� + 𝑘(𝑗)2�⃗� = 0, Δ�⃗� + 𝑘(𝑗)2�⃗� = 0, (1)

где 𝑘(𝑗) — волновое число в среде 𝑗 (𝑗 = 0 — во внешней среде, 𝑗 = 1 — внутри
первой частицы, 𝑗 = 2 — внутри второй частицы). Для каждой среды 𝑘2 = −𝑘1𝑘2;
𝑘1 = 𝑖𝜔

𝑐
ε + 𝑖4πσ

𝜔
; 𝑘2 = 𝑖𝜔

𝑐
. Здесь 𝜔 — циклическая частота, σ — удельная проводимость

среды; 𝑐 — скорость света в вакууме.
Согласно принципу суперпозиции

�⃗�𝑗 = �⃗� + 𝐸𝑠
𝑘, �⃗�𝑗 = �⃗� + �⃗�𝑠

𝑘, (2)

где �⃗�𝑗, �⃗�𝑗 — внешние по отношению к 𝑗-й частице векторы поля, �⃗�, �⃗� — электри-
ческий и магнитный векторы плоской монохроматической электромагнитной волны, 𝐸𝑠

𝑘,
�⃗�𝑠

𝑘 — векторы электромагнитной волны, рассеянной на соседней частице. Зависимости
векторов �⃗� и �⃗� от времени выделяются в виде множителя 𝑒−𝑖𝜔𝑡, их амплитуды в падаю-
щей волне нормируются на единицу. Граничные условия представляют собой равенство
тангенциальных составляющих векторов поля вне и внутри частицы.

Согласно теории Ми [1], разработанной для описания взаимодействия электро-
магнитного поля с одиночной поглощающей сферической частицей, можно представить
компоненты векторов �⃗� и �⃗� через скалярные функции — электрический 𝑈 и магнит-
ный 𝑉 потенциалы Дебая, связанные с проекциями векторов поля. Такой подход для
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решения задач электродинамики с двумя и более частицами использовался в работах
[3; 5; 16]. Мы также формулируем задачу (1) через скалярные потенциалы Дебая. Та-
ким образом, на основе теории Ми и теории представления групп [7; 12; 14; 15], которая
использовалась при записи выражений потенциалов Дебая при переходе из одной си-
стемы координат в другую, для систем двух сферических дисперсных частиц в поле
плоской монохроматической электромагнитной волны найдены аналитические решения,
представляющие собой зависимости напряженностей электромагнитного поля от коор-
динат вне и внутри частиц.

Полученные выражения для компонент векторов напряженности электромагнитно-
го поля используются нами далее для расчета плотности тепловых источников, возни-
кающих внутри дисперсной частицы при поглощении ею внешнего электромагнитного
поля падающей плоской электромагнитной волны и поля, рассеянного на соседней ча-
стице. Тепловой источник формально представляет собой мощность, выделяющуюся в
виде тепла в единице объема.

Как известно (см., например, [14; 15]),

𝑞 =
4π · 𝑛𝑟𝑗 · 𝑛𝑖𝑗 · |�⃗�|2 · 𝐼

𝑛𝑚 · λ
, (3)

где 𝑛𝑟𝑗 и 𝑛𝑖𝑗 — показатель преломления и коэффициент поглощения вещества 𝑗-й части-
цы соответственно; |�⃗�|2 — квадрат амплитуды электрического вектора; 𝐼 — интенсив-
ность падающего излучения; 𝑛𝑚 — показатель преломления вещества среды; λ — длина
волны падающего излучения; 𝑗 = 1, 2.

Были проведены вычислительные эксперименты, целью которых являлся анализ
распределения поглощаемой мощности по объему одной из частиц (с учетом влияния
соседней) в зависимости от характерных размеров частиц и расстояний между ними, их
состава, оптических свойств частиц и окружающей среды.

В качестве примера таких вычислительных экспериментов приведем здесь расчет
для системы двух идентичных сферических углеродных частиц радиусами 0,06 мкм, на-
ходящихся в поле электромагнитного излучения с длиной волны 0,63 мкм (соответствует
гелий-неоновому лазеру). Комплексный показатель преломления углерода 1, 96 + 0, 82𝑖

(для данной частоты). На рисунке 2 представлены распределения |�⃗�|2, которые пропор-
циональны мощности источников тепла, по сечению θ1 = 90∘ при следующих значениях
параметров системы: θ = 90∘, β = 0∘, 𝑑 = 5 (𝑑 — отношение расстояния между центрами
частиц к сумме их радиусов).

Расчеты выявили характерные «зубцы» при значениях 𝑟1, приближающихся к 𝑅1

(вблизи поверхности частицы). С уменьшением 𝑟1 «зубцы» сглаживаются — распреде-
ление уже слабо зависит от φ, становится равномерным.

На рисунке 3 представлены распределения |�⃗�|2 по сечению, соответствующему
θ1 = 90∘, 𝑟1 = 0, 9𝑅1 первой частицы радиусом 0,06 мкм при различных углах ϕ.
Значения углов θ = 90∘, β = 0∘. Радиус второй частицы 𝑅2 варьировался. На рисунке
представлены расчеты для случаев, когда 𝑅2 равен 0,06 мкм (кривая 1) и 0,1 мкм
(кривая 2). Расстояния между центрами частиц в обоих случаях равны 3,6 мкм.

Если радиус первой углеродной частицы меньше 0,03 мкм, то расчеты вообще
не выявляют «зубцов». Для частиц водного аэрозоля под воздействием излучения с
длиной волны 10,6 мкм «зубцы» на соответствующих диаграммах получаются, если
радиус первой частицы превышает 2 мкм.
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Рис. 2. Зависимость |�⃗�|2 от угла ϕ внутри углеродной частицы (θ1 = 90∘).
Кривые 1, 2, 3, 4 построены для следующих значений 𝑟1:

0, 9𝑅1, 0, 8𝑅1, 0, 7𝑅1, 0, 1𝑅1 соответственно

Рис. 3. Зависимость |�⃗�|2 от угла ϕ внутри углеродной частицы (θ1 = 90∘)
для 𝑟1 = 0, 9𝑅1 при различных радиусах второй частицы

Проведенные вычислительные эксперименты показали, что в зависимости от на-
правления волнового вектора падающего электромагнитного излучения относительно
линии, соединяющей центры сфер, физико-химических свойств и размеров частиц:

1) влияние второй частицы на распределение поглощенной энергии внутри первой ча-
стицы может быть значительным и при «больших» (𝑅/(𝑅1+𝑅2) ≫ 1) расстояниях
между частицами;

2) распределения плотности поглощенной энергии по сечению частицы могут быть
различной формы: круги, «восьмерки», «фигуры с зубцами».

«Зубцы» появляются на рассчитанных распределениях тогда, когда размер частицы пре-
вышает некоторое «критическое» значение, которое зависит от состава частиц и рас-
стояния между ними. Также при расчетах, проведенных нами для различных аэро-
дисперсных систем, было получено, что при углах θ = 90∘, β = 0∘ величина |�⃗�|2, а
следовательно, и плотность источников тепла зависит только от радиальной координаты
𝑟 соответствующей сферической системы координат, связанной с центром конкретной
частицы. То есть в тонком концентрическом шаровом слое распределение тепловых ис-
точников является однородным.

Задавая значения интенсивности лазерного излучения и параметры системы ча-
стиц, мы получили характерные значения плотности источников тепла, которые ис-
пользовали в дальнейших модельных расчетах. Так, например, были проведены расчеты
средних значений плотностей источников тепла в системе из двух сферических капель
воды радиуса 1 мкм, расстояние между центрами которых 20 мкм. Частицы находятся
в воздухе. Длина волны инициирующего теплоперенос лазерного излучения 10,6 мкм.
Программа рассчитывает значения 𝑄*

𝑗 = 𝑄𝑗/𝐼 при различных значениях шагов. При
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углах θ = 90∘, β = 0∘ (вектор напряженности электрического поля �⃗� падающего излу-
чения направлен вдоль линии, соединяющей центры сфер, волновой вектор �⃗� перпенди-
кулярен этой линии) получен результат 𝑄*

𝑗 · 10−4 = 8, 684м−1.

2. Аналитические решения для систем двух цилиндрических частиц,
взаимодействующих в поле электромагнитного излучения

Другой распространенной геометрической моделью дисперсных частиц является
цилиндр. Форма, которая может быть приближенно представлена цилиндрической, до-
статочно часто встречается среди ледяных кристаллов (обобщенная диаграмма зависи-
мости формы ледяных кристаллов от условий их роста — температуры (𝐶∘) и влажности
(по Магоно и Ли [21])).

Кристаллы игольчатых форм характеризуются диаметром и длиной. Обычно диа-
метр игл составляет десятки микрометров, а их длина может доходить до 2–3 мм. Ха-
рактерное отношение диаметра игл к их длине 𝑑/𝐿 составляет 0,04–0,2. Соответственно
при длине 10 мкм и характерном отношении, равном 0,04, игла будет иметь диаметр
0,4 мкм. Когда кристаллы малы, так что Re < 1, влияние воздушной среды на их ори-
ентацию мало и, видимо, можно считать ориентацию таких кристаллов хаотической. По
мере укрупнения кристаллов и увеличения Re кристаллы однородной плотности, падаю-
щие в спокойном воздухе, ориентируются так, чтобы сопротивление среды их падению
было максимально, а скорость падения, следовательно, минимальна. Это означает, что
игольчатые кристаллы ориентируются преимущественно горизонтально. Частицы вза-
имодействуют друг с другом даже на расстояниях, в десятки раз превышающих их
размеры.

В связи с этим нами рассмотрено взаимодействие плоской монохроматической элек-
тромагнитной волны и системы двух бесконечных однородных и неоднородных погло-
щающих параллельных цилиндрических частиц одинаковых радиусов 𝑅0.

Цель исследования — оценка мощности тепловых источников — аналогична цели
предыдущего исследования со сферическими частицами. Также постановка задачи ана-
логична (1). Метод решения выбран иной — при условии, что длина волны падающего
излучения значительно превышает размеры частиц, можно найти более компактное ре-
шение в бицилиндрической системе координат.

Для скалярного электрического потенциала из уравнений Максвелла в области с
нулевой плотностью свободных зарядов следует однородное волновое уравнение [8]:

∇2Φ− 1

𝑐2
𝜕2Φ

𝜕𝑡2
= 0. (4)

Рассмотрим случай, когда радиусы цилиндров много меньше, чем длина волны пада-
ющего излучения (𝑅0 ≪ λ). Известно, что в этом случае, который соответствует так
называемому длинноволновому приближению, для потенциалов электрического поля вне
и внутри частиц можно записать уравнение Лапласа

ΔΦ = 0. (5)

В системе двух цилиндров удобно решать уравнение Лапласа в бицилиндрической
системе координат методом разделения переменных. Решая уравнение Лапласа в бици-
линдрической системе координат, можно найти величину напряженности электрического
поля в любой точке внутри цилиндра.
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В бицилиндрической системе координат лапласиан Φ имеет вид:

ΔΦ =
1

𝑎2
(ch τ− cosσ)2

(︂
𝜕2Φ

𝜕σ2
+

𝜕2Φ

𝜕τ2

)︂
+

𝜕2Φ

𝜕𝑧2
, (6)

где 𝑎 — полярное расстояние; σ, τ, 𝑧 — бицилиндрические координаты.
Найдены решения (6) и на их основе получены формулы, определяющие распреде-

ления |�⃗�|2 по сечению частиц. В бицилиндрической системе координат это выражение
имеет вид

|�⃗�|2 =
(︃
− 1
√
𝑔ττ

∞∑︁
𝑛=1

𝑛(𝑊𝑛 + 𝑖𝑉𝑛)𝑒
−𝑛τ sin(𝑛σ)

)︃(︃
− 1
√
𝑔ττ

∞∑︁
𝑛=1

𝑛(𝑊𝑛 − 𝑖𝑉𝑛)𝑒
−𝑛τ sin(𝑛σ)

)︃
+

+

(︃
− 1
√
𝑔σσ

∞∑︁
𝑛=1

𝑛(𝑊𝑛 + 𝑖𝑉𝑛)𝑒
−𝑛τ cos(𝑛σ)

)︃(︃
− 1
√
𝑔σσ

∞∑︁
𝑛=1

𝑛(𝑊𝑛 − 𝑖𝑉𝑛)𝑒
−𝑛τ cos(𝑛σ)

)︃
,

где

𝑊𝑛 =
−2𝐸0 (cth(𝑛τ1) + 1) ((1 + ε′2 cth(𝑛τ1))

((1 + ε′2 cth(𝑛τ1))
2 + (ε′′2 cth(𝑛τ1))

2 ,

𝑉𝑛 =
−2𝐸0 (cth(𝑛τ1) + 1) ε′′2 cth(𝑛τ1)

(1 + ε′2 cth(𝑛τ1))
2 + (ε′′2 cth(𝑛τ1))

2 ,

𝑔ττ = 𝑔σσ =
𝑎2

(ch τ− cosσ)2
.

На рисунке 4 построены графики распределения отношения |�⃗�|2|/|𝐸0|2 по сечению вы-
бранного (первого) цилиндра радиуса 1 мкм в зависимости от угла ϕ (в градусах), где
𝐸0 — световой вектор падающего излучения. Здесь ϕ — угол в полярной системе коор-
динат, связанной с центром первого цилиндра. Радиус окружности выбранного сечения
цилиндра составляет 0, 9𝑅0 = 0, 9 мкм. Расстояния между центрами цилиндров состав-
ляли 2,2; 4; 8 и 16 мкм, что соответствует кривым 1, 2, 3, 4 рисунка. График «вытянут»
в сторону второго цилиндра, поскольку ближайшая ко второму цилиндру точка сечения
первого соответствует значению ϕ = 180∘. Пик тем заметнее, чем меньше расстояние
между цилиндрами.

При расчетах использовались следующие значения: λ = 0, 2 см; ε1 = 1 (окружа-
ющая цилиндры среда — воздух); 𝑛2 = 1, 78; 𝑚2 = 0, 0024; ε2 = (𝑛2 + 𝑚2 · 𝑖)1/2 (при-
веденные значения соответствуют льду при данной длине волны и температуре 0∘ С).
Известно, что ε =

√
𝑛. В таком случае для льда ε2 = 1, 33 − 0, 0009𝑖, следовательно,

допустимо пренебречь величиной ε′′2.

3. Моделирование теплопереноса в неоднородной дисперсной сферической
частице с неконцентрическим включением

Проведен расчет температуры в одиночной сферической частице с включением про-
извольной формы. Рассмотренная частица находилась в континуальном пространстве,
размеры которого могли варьироваться. Ограниченность размеров среды позволила рас-
смотреть случай, когда внешний размер объекта «частица — окружающая среда» суще-
ственен. Это, например, задача теплопереноса в твердых телах с дефектами.
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Рис. 4. График распределения �⃗�|2/|𝐸0|2 по сечению цилиндра (𝑅𝑥 = 0, 9 мкм)

Таким образом, рассматривалась следующая задача

𝐶 · ρ𝜕𝑇
𝜕𝑡

= ∇⃗
(︁
𝜒∇⃗𝑇

)︁
+ 𝑞0(𝑇 ) (7)

с граничными условиями четвертого рода на границе частицы{︂
−𝜒2

𝜕𝑇2

𝜕�⃗�
= −𝜒1

𝜕𝑇1

𝜕�⃗�
,

𝑇2 = 𝑇1
(8)

и третьего рода на внешней границе

𝜒2
𝜕𝑇

𝜕�⃗�
+ α𝑇 = 𝑞𝑠, (9)

где 𝑇 = 𝑇 − 𝑇∞ — избыточная температура; 𝑞0 — тепловой источник внутри частицы;
𝑞𝑠 — тепловой источник на границе; ρ — плотность вещества частицы; 𝐶 — теплоем-
кость вещества частицы, 𝜒𝑖 — коэффициент теплопроводности, 𝑖 = 1, 2, причем 1 –
частица, 2 — среда; 𝑇𝑖 — температура; α — коэффициент теплообмена на границе; �⃗� —
нормаль к поверхности.

Отметим, что величины 𝑞0 рассчитывались по формуле (3). Значения |�⃗�|2 были
оценены ранее в п. 1. Расчеты проводились для различных веществ, присутствующих в
реальных природных аэрозолях. Например, при расчетах средней (по объему) плотности
источников тепла для водного аэрозоля было получено: 𝑞0 = 8700 · 𝐼 (θ = 90∘, β = 0∘),
𝑞0 = 5700 · 𝐼 (θ = 90∘, β = 90∘),𝑞0 = 6300 · 𝐼 (θ = 45∘, β = 45∘). 𝐼 — интенсивность
лазерного излучения. Значения комплексных показателей преломления вещества частиц
(воды) 1, 173 + 𝑖 · 0, 0823, λ = 10, 6 мкм. Показатель преломления среды 𝑛𝑒 = 1.

Были проведены модельные расчеты для системы «сфера — треугольное вклю-
чение» методом конечных элементов. Метод конечных элементов (МКЭ) основан на
численном решении вариационной задачи и определении температурного поля путем
приближенного решения соответствующей вариационной задачи. Первый этап числен-
ного решения задачи методом конечных элементов заключается в выборе вида элементов
и способов расположения в них узловых точек, а также в разбиении области на элемен-
ты и размещении узлов. При решении двумерных задач применяют элементы различ-
ной формы: треугольные, четырехугольные, элементы с криволинейными границами, с
узловыми точками, расположенными по границам элементов. В случае трехмерных за-
дач элементы могут быть выбраны в виде тетраэдров, косоугольных параллелепипедов,
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призм с треугольным основанием. В нашей задаче область триангулировалась (разбива-
лась на треугольные элементы), так как рассматриваемая задача соответствует услови-
ям теоремы Лыкова-Нигматулина [11], что позволяет проводить расчеты для плоского
случая. Расчетные примеры триангуляции областей, содержащих сферическую частицу,
включение и окружающую ее область для двумерного случая с выбором узловых точек
(расчетные схемы задач), приведены на рисунках 5, 6.

Рис. 5. Расчетная схема задачи 1 Рис. 6. Расчетная схема задачи 2

Были созданы частные подпрограммы, реализующие заполнение массивов коорди-
нат узлов и индексной матрицы на основе данных о размерах области и шагах по осям.
Область покрывалась прямоугольной сеткой, а затем строились треугольники путем раз-
биения элементарных прямоугольников диагоналями. В настоящей работе использовался
следующий способ разбиения области треугольной сеткой, обусловленный тем, что об-
ласть является многосвязной: сначала строился многоугольник, вписанный во внешнюю
границу частицы, затем выбиралась произвольная точка и соединялась с вершинами по-
строенного ранее многоугольника. Отметим, что полученные таким образом треуголь-
ники не должны быть слишком «вытянутой» формы, так как в расчетах используется
значение их площадей и такая форма может привести к накоплению машинной ошибки.
На основе триангуляции области формируется индексная матрица. Далее производится
формирование глобальных матрицы и вектора-столбца системы алгебраических уравне-
ний, реализуемое на основе расчета локальных матриц и столбцов и решается система
разностных уравнений. Завершающим этапом является расчет температур и тепловых
потоков в различных точках элементов разбиения, проводимый на основе принятой ап-
проксимации температурного поля в элементе. Подробнее применение МКЭ для решения
тепловой задачи изложено в [10].

Отметим, что разработанная нами программа позволяет проводить расчеты для
частиц произвольной формы. При проведении вычислительных экспериментов варьиро-
вались тепловые источники, расположение включения, коэффициенты теплопроводно-
сти, размеры внешней области. Рассматривалась следующая модельная система: диск с
включением в виде призмы, находящийся в окружающей среде, геометрические разме-
ры которой сравнимы с диаметром диска. Предполагалось, что теплоперенос происходит
вследствие имеющегося теплового источника. При этом исходная математическая фор-
мулировка была видоизменена таким образом, что решение уравнения Пуассона находи-
лось в одной многосвязной области с граничными условиями третьего рода на внешней
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границе. Задача решалась для дисков радиусами 15 и 30 мкм, тепловой источник варьи-
ровался в пределах 108–1012 Вт/м3 (с учетом фактора поглощения), характерный размер
включения был порядка радиуса частицы, а сторона ячейки, в которую помещался диск,
составляла 3–4 его радиуса.

На рисунках 7 и 8 представлена характерная картина для распределения темпе-
ратуры, полученная для системы и разбиений, изображенных на рисунках 5 и 6 со-
ответственно. По вертикальной оси откладывается избыточная температура (разность
температуры в данном узле разбиения системы и окружающей среды бесконечной теп-
лоемкости), а по горизонтальной — номера узлов, соответствующих рассматриваемой
схеме разбиения. Из полученных результатов и сравнения представленных диаграмм,
в частности, следует, что асимметричное расположение включения существенно влияет
на поле температур.

Рис. 7. Избыточная температура в узлах для схемы 1

Рис. 8. Избыточная температура в узлах для схемы 2
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Заключение

Полученные нами ранее и в данном исследовании решения для температур в дис-
персных аэрозольных системах позволяют найти параметры управления такими систе-
мами. Например, можно путем варьирования параметров получить определенную темпе-
ратуру на поверхности частиц. В дальнейшем может быть рассмотрена задача с фазовым
переходом, которая приводит к различным результатам. Это может быть как определе-
ние заданной скорости парообразования или состава частиц в случае испарения жидкого
аэрозоля, так и подход к задаче получения системы частиц определенных размеров в
случае твердого аэрозоля, частицы которого начинают плавиться и испаряться под дей-
ствием внешнего падающего излучения.

Таким образом, исследование процесса теплопереноса в дисперсных системах, раз-
личных по составу, конфигурации, размерам и теплофизическим свойствам, методом
конечных элементов позволяет установить связь температуры с различными парамет-
рами систем и инициирующего теплоперенос излучения. Основные результаты прове-
денных ранее модельных вычислительных экспериментов для различных дисперсных
систем представлены в работах [10; 20; 22] и показывают, что конфигурация системы,
геометрические размеры, состав, тип граничных условий, вид зависимости теплового
источника от температуры существенным образом влияют на температуру в системе.
Также показано, что при определенных граничных условиях влияние коллективных эф-
фектов изменяет температуру в 1,5 и более раз.

В последнее время активно изучаются процессы переноса в системах, включающих
кластеры. Например, это образование кластеров в облаках, коагуляция частиц в дымах,
образование структур при релаксации металлического пара. Проводилось интенсивное
исследование таких структур методами вычислительной физики [17; 18]. Если на доста-
точно крупную аэрозольную частицу (размером 10–100 мкм) воздействовать лазерным
излучением большой мощности, то, возможно, частица распадется на несколько оскол-
ков, среди которых могут быть кластеры.

Предложенный в настоящей работе подход может быть использован и для описания
теплопереноса в системах, содержащих кластеры, если внутренняя энергия таких частиц
близка к внутренней энергии систем, описываемых уравнениями сплошной среды.
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Abstract. The subject of research is dispersed systems that absorb incident
electromagnetic radiation, which initiates the process of heat transfer in them.
1). The article considers systems consisting of two interacting spheres and two
parallel cylinders (convergence of two particles suspended, for example, in air,
are more likely than convergence of 𝑁 particles (𝑁 > 2). Based on the Mie
theory, analytical solutions are obtained for the components of the electric field
intensity vector inside the dispersed particles, which were used to calculate the
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power distribution of thermal sources over their cross sections. 2) The paper
also considers non-uniform composition of a spherical particle. For this case,
calculations are made by the finite element method.

Key words: dispersed systems, heterogeneous in composition particle, atmo-
spheric pollution, computer simulation, electromagnetic radiation, heat transfer,
analytical solutions, finite element method.
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