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Аннотация. Изучается спектр дифференциального оператора высокого
нечетного порядка с периодическими граничными условиями. Асимптотика
фундаментальной системы решений дифференциального уравнения, задающе-
го оператор, получена методом последовательных приближений Пикара. С по-
мощью этой фундаментальной системы решений изучены периодические гра-
ничные условия. В результате получено уравнение на собственные значения
изучаемого дифференциального оператора, которое представляет собой ква-
зиполином. Исследована индикаторная диаграмма этого уравнения, которая
представляет собой правильный многоугольник. В каждом из секторов ком-
плексной плоскости, определяемых индикаторной диаграммой, найдена асимп-
тотика собственных значений исследуемого оператора.
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Постановка задачи

Рассмотрим дифференциальный оператор нечетного порядка, задаваемый диффе-
ренциальным уравнением

𝑦(7)(𝑥) + 𝑞(𝑥)𝑦(𝑥) = λ𝑎7𝑦(𝑥), 0 6 𝑥 6 π, 𝑎 > 0, (1)

с периодическими граничными условиями

𝑦(0) = 𝑦(π), 𝑦(𝑚)(0) = 𝑦(𝑚)(π), 𝑚 = 1, 2, . . . , 6, (2)

при этом ρ(𝑥) = 𝑎7 — весовая функция, λ ∈ C— спектральный параметр, на потенциал
𝑞(𝑥) накладываются следующие условия гладкости:

𝑞(𝑥) ∈ 𝐶6[0;π]. (3)

1. Исторический обзор

Вопросы спектральной теории дифференциальных операторов, связанных с перио-
дичностью коэффициентов или граничных условий, изучаются уже достаточно давно. В
монографии [5, гл. 1, § 4] изучены свойства периодических решений для оператора вто-
рого порядка с гладкими коэффициентами. В работе [7] изучались дифференциальные
операторы второго порядка с периодическими граничными условиями в случае гладкого
потенциала. В работе [2] изучалась обратная задача для квадратичного пучка оператора
Штурма — Лиувилля с периодическим потенциалом.

Различные спектральные свойства дифференциальных операторов четвертого по-
рядка с гладкими коэффициентами с периодическими (или антипериодическими) гра-
ничными условиями исследовались в работах [1; 3; 15; 16]. Сложность выкладок с воз-
растанием порядка дифференциальных операторов увеличивается в несколько раз.

В работе [12] автором изучены спектральные свойства дифференциального операто-
ра четвертого порядка с суммируемыми коэффициентами с разделенными граничными
условиями, а в работе [13] изучена периодическая краевая задача для дифференци-
ального оператора четвертого порядка с суммируемым потенциалом. Для получения
асимптотики спектра необходимо изучать индикаторную диаграмму, и в зависимости
от вида индикаторной диаграммы для дифференциальных операторов четного порядка с
периодическими (антипериодическими) граничными условиями возможен эффект «рас-
щепления» кратных в главном приближении собственных значений, изученный автором
в работах [10; 11].

Дифференциальные операторы нечетного порядка с периодическими граничными
условиями фактически не изучались (даже с гладкими коэффициентами). В работе [9]
автор изучил модельный дифференциальный оператор нечетного порядка с суммируе-
мым потенциалом, была изучена индикаторная диаграмма, было показано, что эффекта
«расщепления» в случае такого оператора не наблюдается. Цель нашей статьи — изу-
чить оператор нечетного порядка с гладкими коэффициентами, изучить индикаторную
диаграмму, найти асимптотику спектра и ответить на вопрос, будет ли наблюдаться
эффект «расщепления» у такого оператора.
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2. Асимптотика решений дифференциального уравнения (1) при больших
значениях спектрального параметра λ

Пусть λ = 𝑠7, 𝑠 = 7
√
λ, причем для корректности дальнейших выкладок зафик-

сируем ту ветвь арифметического корня, для которой 7
√
1 = +1. Обозначим через

ω𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 7) различные корни седьмой степени из единицы:

ω7
𝑘 = 1; ω𝑘 = 𝑒

2π𝑖
7

(𝑘−1), 𝑘 = 1, 2, . . . , 7; ω1 = 1;

ω2 = 𝑒
2π𝑖
7 = cos

(︂
2π

7

)︂
+ 𝑖 sin

(︂
2π

7

)︂
= 𝑧 ̸= 0; ω3 = 𝑒

4π𝑖
7 = 𝑧2; . . . ; (4)

ω𝑛 = 𝑧𝑛−1, 𝑛 = 1, 2, . . . , 7; ω𝑛+7 = ω7.

Числа ω𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 7) из (2) делят единичную окружность на семь равных
частей и для них выполняются следующие соотношения:

7∑︁
𝑘=1

ω𝑚
𝑘 = 0, 𝑚 = 1, 2, . . . , 6;

7∑︁
𝑘=1

ω𝑚
𝑘 = 7; 𝑚 = 0, 𝑚 = 7;

6∑︁
𝑘=0

ω𝑘
𝑚 = 0, 𝑚 = 2, 3, . . . , 7. (5)

Аналогично монографии [14, гл. 2] устанавливается следующая теорема.
Теорема 1. Общее решение дифференциального уравнения (1) имеет следующий вид:

𝑦(𝑥, 𝑠) =
7∑︁

𝑘=1

𝐶𝑘𝑦𝑘(𝑥, 𝑠); 𝑦(𝑚)(𝑥, 𝑠) =
7∑︁

𝑘=1

𝐶𝑘𝑦
(𝑚)
𝑘 (𝑥, 𝑠), 𝑚 = 1, 2, . . . , 6, (6)

где 𝐶𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 7) — произвольные постоянные, при этом для фундаментальной
системы решений {𝑦𝑘(𝑥, 𝑠)}7𝑘=1 справедливы следующие формулы и оценки:

𝑦𝑘(𝑥, 𝑠) = 𝑒𝑎ω𝑘𝑠𝑥

[︂
1 +

ω𝑘𝐴6(𝑥)

𝑠6
+

𝐴0
7(𝑥)

𝑠7
+𝑂

(︂
𝑒|Im𝑠|𝑎𝑥

𝑠8

)︂]︂
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 7, (7)

𝑦
(𝑚)
𝑘 (𝑥, 𝑠) = (𝑎ω𝑘𝑠)

𝑚𝑒𝑎ω𝑘𝑠𝑥

[︂
1 +

ω𝑘𝐴6(𝑥)

𝑠6
+

𝐴𝑚
7 (𝑥)

𝑠7
+𝑂

(︂
𝑒|Im𝑠|𝑎𝑥

𝑠8

)︂]︂
, (8)

𝑚 = 1, 2, . . . , 6; 𝑘 = 1, 2, . . . , 7;

𝐴6(𝑥) = − 1

7𝑎6

∫︁ 𝑥

0

𝑞(𝑡)𝑑𝑡, 𝐴′
6(𝑥) = −𝑞(𝑥)

7𝑎6
; 𝐴6(0) = 0; (9)

𝐴0
7(𝑥) =

3𝑞(𝑥)− 3𝑞(0)

7𝑎7
, 𝐴1

7(𝑥) =
2𝑞(𝑥)− 3𝑞(0)

7𝑎7
; . . .

𝐴𝑛
7 (𝑥) =

(3− 𝑛)𝑞(𝑥)− 3𝑞(0)

7𝑎7
, 𝑛 = 0, 1, , 2, . . . , 7.

(10)

При выводе формул (7)–(10) мы подбирали константы интегрирования таким обра-
зом, чтобы выполнялись следующие начальные условия:

𝐴6(0) = 0; 𝐴0
7(0) = 0; 𝑦𝑘(0, 𝑠) = 1;
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𝑦
(𝑚)
𝑘 (0, 𝑠) = (𝑎ω𝑘𝑠)

𝑚

[︂
1 +

0

𝑠6
+

𝐴𝑚
7 (0)

𝑠7
+𝑂

(︂
1

𝑠8

)︂]︂
, (11)

𝑚 = 1, 2, . . . , 6; 𝑘 = 1, 2, . . . , 7.

Для величины 𝐴𝑛
7 (𝑥) справедливо свойство

6∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛
7 (𝑥) =

6∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛
7 (0) = 𝐷7 = −3𝑞(0)

𝑎7
. (12)

Для вывода формул (8)–(11) необходимо функцию 𝑦𝑘(𝑥, 𝑠) из (7) продифферен-
цировать шесть раз, получившееся выражение подставить в дифференциальное уравне-
ние (1), приравнять коэффициенты при одинаковых степенях 𝑠 и произвести необходи-
мые оценки и упрощения.

3. Изучение граничных условий (2)

Применяя формулы (6), из граничных условий (2) получаем следующую систему
уравнений:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦(π, 𝑠)
(2)
= 𝑦(0, 𝑠) ⇔

7∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘𝑦𝑘(π, 𝑠) =

=
7∑︁

𝑘=1

𝐶𝑘𝑦𝑘(0, 𝑠) ⇔
7∑︁

𝑘=1

𝐶𝑘[𝑦𝑘(π, 𝑠)− 𝑦𝑘(0, 𝑠)] = 0; 𝑦𝑘(0, 𝑠)
(11)
= 1, (13)

𝑘 = 1, 2, . . . , 7;

𝑦(𝑚)(π, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
(2)
=

𝑦(𝑚)(0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
(6)⇔

7∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘

[︂
𝑦(𝑚)(π, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚
− 𝑦

(𝑚)
𝑘 (0, 𝑠)

(𝑎𝑠)𝑚

]︂
= 0, (14)

𝑚 = 1, 2, . . . , 6.

Система (13), (14) — система из семи однородных линейных уравнений с семью
неизвестными 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶7, поэтому она имеет ненулевые решения только в том слу-
чае, когда ее определитель равен нулю. Поэтому справедлива следующая теорема.
Теорема 2. Уравнение на собственные значения дифференциального оператора (1)–
(3) имеет следующий вид:

𝑓(𝑠) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑦1(π, 𝑠)− 𝑦1(0, 𝑠) 𝑦2(π, 𝑠)− 𝑦2(0, 𝑠) . . . 𝑦7(π, 𝑠)− 𝑦7(0, 𝑠)

𝑦′1(π, 𝑠)

𝑎𝑠
− 𝑦′1(0, 𝑠)

𝑎𝑠

𝑦′2(π, 𝑠)

𝑎𝑠
− 𝑦′2(0, 𝑠)

𝑎𝑠
. . .

𝑦′7(π, 𝑠)

𝑎𝑠
− 𝑦′7(0, 𝑠)

𝑎𝑠
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑦
(6)
1 (π, 𝑠)

(𝑎𝑠)6
− 𝑦

(6)
1 (0, 𝑠)

(𝑎𝑠)6
𝑦
(6)
2 (π, 𝑠)

(𝑎𝑠)6
− 𝑦

(6)
2 (0, 𝑠)

(𝑎𝑠)6
. . .

𝑦
(6)
7 (π, 𝑠)

(𝑎𝑠)6
− 𝑦

(6)
7 (0, 𝑠)

(𝑎𝑠)6

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
= 0,

(15)

𝑦𝑘(0, 𝑠)
(11)
= 1,

𝑦′𝑘(0, 𝑠)

𝑎𝑠
= ω𝑘

[︂
1 +

𝐴1
7(0)

𝑠7
+𝑂

(︂
1

𝑠8

)︂]︂
, . . . ,

𝑦
(6)
𝑘 (0, 𝑠)

(𝑎𝑠)6
= ω6

𝑘

[︂
1 +

𝐴6
7(0)

𝑠6
+𝑂

(︂
1

𝑠8

)︂]︂
,

𝑘 = 1, 2, . . . , 7.

8 С.И. Митрохин. Асимптотика спектра периодической краевой задачи
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Применяя формулы (7)–(12), уравнение (15) можно переписать в следующем виде:

𝑓(𝑠) = (16)

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

[ℎ1 − 1] +
ω1ℎ1𝐴6(π)

𝑠6
+ 𝑈12 [ℎ7 − 1] +

ω7ℎ7𝐴6(π)

𝑠6
+

+
𝐴0

7(π)ℎ1

𝑠7
+𝑂

(︂
1

𝑠8

)︂
+
𝐴0

7(π)ℎ7

𝑠7
+𝑂

(︂
1

𝑠8

)︂
ω1[ℎ1 − 1] +

ω2
1ℎ1𝐴6(π)

𝑠6
+ 𝑈22 ω7[ℎ7 − 1] +

ω2
7ℎ7𝐴6(π)

𝑠6
+

+
ω1ℎ1𝐴

1
7(π)−ω1𝐴

1
7(0)

𝑠7
+𝑂

(︂
1

𝑠8

)︂
+
ω7ℎ7𝐴

1
7(π)−ω7𝐴

1
7(0)

𝑠7
+𝑂

(︂
1

𝑠8

)︂
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ω6
1[ℎ1 − 1] +

ω7
1ℎ1𝐴6(π)

𝑠6
+ 𝑈72 ω6

7[ℎ7 − 1] +
ω6

7ℎ7𝐴6(π)

𝑠6
+

+
ω6

1ℎ1𝐴
6
7(π)−ω6

1𝐴
6
7(0)

𝑠7
+𝑂

(︂
1

𝑠8

)︂
+
ω6

7ℎ7𝐴
6
7(π)−ω6

7𝐴
6
7(0)

𝑠7
+𝑂

(︂
1

𝑠8

)︂

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

= 0,

где введены обозначения: ℎ𝑛 = 𝑒𝑎ω𝑛𝑠π;

𝑈𝑛2 = ω𝑛−1
2 [ℎ2−1]+

ω𝑛
2ℎ2𝐴6(π)

𝑠6
+
ω𝑛−1

2 ℎ2𝐴
6
7(π)−ω𝑛−1

2 𝐴6
7(0)

𝑠7
+𝑂

(︂
1

𝑠8

)︂
, 𝑛 = 1, 2, . . . , 7.

Обозначим через Δ0 определитель Вантермонда чисел ω1,ω2, . . . ,ω7

Δ0 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
1 1 1 . . . 1 1
ω1 ω2 ω3 . . . ω6 ω7

ω2
1 ω2

2 ω2
3 . . . ω2

6 ω2
7

. . . . . . . . . . . . . . . . .

ω6
1 ω6

2 ω6
3 . . . ω6

6 ω6
7

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

= det Wandermound′s (ω1,ω2, . . . ,ω7) =
∏︁
𝑘>𝑛

𝑘,𝑛=1,2,...,7

= Δ0 ̸= 0. (17)

Для определителя Δ0 из (17) справедливо следующее утверждение.
Теорема 3. Пусть (δ𝑘𝑛) (𝑘, 𝑛 = 1, 2, . . . , 7) — матрица алгебраических миноров к
элементам 𝑏𝑘𝑛 (𝑘, 𝑛 = 1, 2, . . . , 7) определителя Δ0 из (17). Тогда

(δ𝑘𝑛)=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
δ11 δ12 . . . δ17
δ21 δ22 . . . δ27
δ31 δ32 . . . δ37
. . . . . . . . . . .
δ71 δ72 . . . δ77

⎞⎟⎟⎟⎟⎠=
Δ00

7

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1 1 . . . −1 1
−ω−1

1 ω−1
2 −ω−1

3 . . . ω−1
6 −ω−1

7

ω−2
1 −ω−2

2 ω−2
3 . . . −ω−2

6 ω−2
7

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−ω−5

1 ω−5
2 −ω−5

3 . . . ω−5
6 −ω−5

7

ω−6
1 −ω−6

2 ω−6
3 . . . −ω−6

6 ω−6
7

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠. (18)

Доказательство теоремы 3 можно найти в работе автора [8].
Разложим определитель 𝑓(𝑠) на сумму определителей по столбцам, получим

𝑓(𝑠) = 𝑓0(𝑠) +
𝑓6(𝑠)

𝑠6
+

𝑓7(𝑠)

𝑠7
+𝑂

(︂
1

𝑠8

)︂
= 0, (19)
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𝑓0(𝑠) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒1 · [ℎ1 − 1] 1 · [ℎ2 − 1] . . . 1 · [ℎ7 − 1]

ω1[ℎ1 − 1] ω2[ℎ2 − 1] . . . ω7[ℎ7 − 1]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ω6

1[ℎ1 − 1] ω6
2[ℎ2 − 1] . . . ω6

7[ℎ7 − 1]

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ (17)
=

= Δ0

7∏︁
𝑘=1

[ℎ𝑘 − 1] = Δ0(𝑒
𝑎ω1𝑠π − 1)(𝑒𝑎ω2𝑠π − 1)(. . . )(𝑒𝑎ω7𝑠π − 1), (20)

при этом основное приближение уравнения (19) имеет вид 𝑓0(𝑠) = 0,

𝑓6(𝑠) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ω1ℎ1𝐴6(π) 1 · [ℎ2 − 1] . . . 1 · [ℎ7 − 1]

ω2
1ℎ1𝐴6(π) ω2[ℎ2 − 1] . . . ω7[ℎ7 − 1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ω7

1ℎ1𝐴6(π) ω6
2[ℎ2 − 1] . . . ω6

7[ℎ7 − 1]

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒+ · · · =

= ω1𝐴6(π)ℎ1

7∏︁
𝑘=2

(ℎ𝑘 − 1) +ω2𝐴6(π)ℎ2

7∏︁
𝑘=2
𝑘 ̸=2

(ℎ𝑘 − 1) + · · ·+

+ω7𝐴6(π)ℎ7

6∏︁
𝑘=1

(ℎ𝑘 − 1) = 𝐴6(π)
7∑︁

𝑘=1

ω𝑘ℎ𝑘

(︂ 7∏︁
𝑛=1
𝑛 ̸=𝑘

(ℎ𝑛 − 1)

)︂
; (21)

𝑓7(𝑠) = 𝐺1 −𝐺2 +𝐺3 −𝐺4 + · · ·+𝐺13 −𝐺14, (22)

𝐺1 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ℎ1𝐴

0
7(π) 1 · [ℎ2 − 1] . . . 1 · [ℎ7 − 1]

ω1ℎ1𝐴
1
7(π) ω2[ℎ2 − 1] . . . ω7[ℎ7 − 1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ω6

1ℎ1𝐴
6
7(π) ω6

2[ℎ2 − 1] . . . ω6
7[ℎ7 − 1]

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

= ℎ1

7∏︁
𝑘=2

(ℎ𝑘 − 1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝐴0

7(π) 1 . . . 1

ω1𝐴
1
7(π) ω2 . . . ω7

. . . . . . . . . . . . . .
ω6

1𝐴
6
7(π) ω6

2 . . . ω6
7

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ; (23)

𝐺2 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝐴0

7(0) 1 · [ℎ2 − 1] . . . 1 · [ℎ7 − 1]

ω1𝐴
1
7(0) ω2[ℎ2 − 1] . . . ω7[ℎ7 − 1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ω6

1𝐴
6
7(0) ω6

2[ℎ2 − 1] . . . ω6
7[ℎ7 − 1]

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

=
7∏︁

𝑘=2

(ℎ𝑘 − 1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝐴0

7(0) 1 . . . 1

ω1𝐴
1
7(0) ω2 . . . ω7

. . . . . . . . . . . . . .
ω6

1𝐴
6
7(0) ω6

2 . . . ω6
7

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ; (24)

𝐴0
7(0) = 0;

𝐺3 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 1 𝐴0

7(π) 1 . . . 1

ω1 ω2𝐴
1
7(π) ω3 . . . ω7

. . . . . . . . . . . . . . . . .
ω6

1 ω6
2𝐴

6
7(π) ω6

3 . . . ω6
7

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ℎ2

7∏︁
𝑘=1
𝑘 ̸=2

(ℎ𝑘 − 1); (25)
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𝐺4 =
7∏︁

𝑘=1
𝑘 ̸=2

(ℎ𝑘 − 1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 1 𝐴0

7(0) 1 . . . 1

ω1 ω2𝐴
1
7(0) ω3 . . . ω7

. . . . . . . . . . . . . . . . .
ω6

1 ω6
2𝐴

6
7(0) ω6

3 . . . ω6
7

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ; (26)

. . .

𝐺13 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 1 1 . . . 1 𝐴0

7(π)

ω1 ω2 . . . ω6 ω7𝐴
1
7(π)

. . . . . . . . . . . . . . . . .
ω6

1 ω6
2 . . . ω6

6 ω6
7𝐴

6
7(π)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ℎ7

6∏︁
𝑘=1

(ℎ𝑘 − 1); (27)

𝐺14 =
6∏︁

𝑘=1

(ℎ𝑘 − 1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 1 1 . . . 1 𝐴0

7(0)

ω1 ω2 . . . ω6 ω7𝐴
1
7(0)

. . . . . . . . . . . . . . . . .
ω6

1 ω6
2 . . . ω6

6 ω6
7𝐴

6
7(0)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ . (28)

Раскладывая определители из (23), (24) по первому столбцу, применяя формулы
(18) и (12), получаем

𝐺1 = ℎ1

7∏︁
𝑘=2

(ℎ𝑘 − 1)
7∑︁

𝑛=1

(−1)𝑛−1ω𝑛−1
1 𝐴𝑛−1

7 (π)δ𝑛1 =

= ℎ1

7∏︁
𝑘=2

(ℎ𝑘 − 1)
Δ0

7

7∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1ω𝑛−1
1 𝐴𝑛−1

7 (π)(−1)𝑛−1ω1−𝑛
1 =

= ℎ1

7∏︁
𝑘=2

(ℎ𝑘 − 1)
Δ00

7
𝐷7; (29)

𝐺2 =
7∏︁

𝑘=2

(ℎ𝑘 − 1)
Δ00

7
𝐷7. (30)

Аналогичным образом выводятся формулы для величин 𝐺3, 𝐺4, . . . , 𝐺13, 𝐺14 из вы-
ражений (25)–(28)

𝐺3 = ℎ2

7∏︀
𝑘=1
𝑘 ̸=2

(ℎ𝑘 − 1)Δ0

7
𝐷7; 𝐺4 =

7∏︀
𝑘=1
𝑘 ̸=2

(ℎ𝑘 − 1)Δ0

7
𝐷7;

. . . . . .

𝐺13 = ℎ7

6∏︀
𝑘=1

(ℎ𝑘 − 1)Δ0

7
𝐷7; 𝐺14 =

Δ00

7
𝐷7

6∏︀
𝑘=1

(ℎ𝑘 − 1).

(31)

Значит, из формул (22)–(31) выводим

𝑓7(𝑠) =
Δ0𝐷7

7

{︂
ℎ1

7∏︁
𝑘=2

(ℎ𝑘 − 1)−
7∏︁

𝑘=2

(ℎ𝑘 − 1) + ℎ2

7∏︁
𝑘=1
𝑘 ̸=2

(ℎ𝑘 − 1)−
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−
7∏︁

𝑘=1
𝑘 ̸=2

(ℎ𝑘 − 1) + · · ·+ ℎ7

6∏︁
𝑘=1

(ℎ𝑘 − 1)−
6∏︁

𝑘=1

(ℎ𝑘 − 1)

}︂
=

=
Δ0𝐷7

7

{︂ 7∑︁
𝑘=1

ℎ𝑘

(︂ 7∏︁
𝑛=1
𝑛 ̸=𝑘

(ℎ𝑘 − 1)

)︂
−

7∑︁
𝑘=1

(︂ 7∏︁
𝑛=1
𝑛 ̸=𝑘

(ℎ𝑛 − 1)

)︂}︂
. (32)

4. Изучение индикаторной диаграммы

Чтобы найти корни уравнения 𝑓(𝑠) = 0 из (19)–(22), (32), нужно изучить ин-
дикаторную диаграмму (см. [4, гл. 12]) этого уравнения, то есть выпуклую оболочку
показателей экспонент, входящих в основное приближение 𝑓0(𝑠) = 0 (из (20)). Из фор-
мулы (20) имеем

𝑓0(𝑠) = Δ0

{︂
(−1) +

7∑︁
𝑘=1

𝑒𝑎ω𝑘𝑠π −
7∑︁

𝑘,𝑛=1
𝑘 ̸=𝑛

𝑒𝑎(ω𝑘+ω𝑛)𝑠π+

+
7∑︁

𝑛1,𝑛2,𝑛3=1

𝑒𝑎(ω𝑛1+ω𝑛2+ω𝑛3 )𝑠π − . . .

}︂
= 0. (33)

Значит, индикаторная диаграмма уравнений (19)–(22) и (33) — это выпуклая обо-
лочка множества точек 0;ω𝑛1 ; ω𝑛1 +ω𝑛2 ; ω𝑛1 +ω𝑛2 +ω𝑛3 ; ω𝑛1 +ω𝑛2 +ω𝑛3 +ω𝑛4 , . . . ,
где 𝑛𝑚 ∈ {1, 2, . . . , 7}, 𝑚 = 1, 2, . . . , 7, при этом индексы попарно различны.

Вид индикаторной диаграммы представлен на рисунке 1.

Рис. 1

Таким образом, индикаторная диаграмма — выпуклый правильный четырнадцати-
угольник ω123ω1234ω234ω2345 . . .ω712ω7123ω123. Корни уравнения 𝑓0(𝑠) = 0 из (19)–(32)

12 С.И. Митрохин. Асимптотика спектра периодической краевой задачи



МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА

находятся в четырнадцати секторах 1), 2), 3),. . . , 14) бесконечно малого раствора, бис-
сектрисы которых являются серединными перпендикулярами к сторонам этого четырна-
дцатиугольника.

На рисунке 1 показано, что на самой маленькой окружности радиуса 𝑅1 = 1
расположены семь точек ω1,ω2, . . . ,ω7; на внутренней окружности радиуса 𝑅2 = |ω1+
+ ω2| > 1 расположены семь точек ω𝑘 + ω𝑘+1, 𝑘 = 1, 2, . . . , 7, точки ω𝑛1 + ω𝑛2 при
условии |𝑛1 − 𝑛2| > 2 попадают внутрь этой окружности и на асимптотику корней
уравнения (19)–(22) не влияют; на самой большой окружности радиуса 𝑅3 = |ω1 +
+ω2 +ω3| = |ω4 +ω5 +ω6 +ω7| > |ω1 +ω2| находятся семь точек ω𝑘 +ω𝑘+1 +ω𝑘+2,
𝑘 = 1, 2, . . . , 7, и семь точек ω𝑘+ω𝑘+1+ω𝑘+2+ω𝑘+3, 𝑘 = 1, 2, . . . , 7 (так как ω1+ω2+

+ · · ·+ω7 = 0, то ω1 +ω2 +ω3 +ω4
(5)
= −ω5 −ω6 −ω7 и т. д.), точки ω𝑛1 +ω𝑛2 +ω𝑛3

при условии |𝑛1 − 𝑛2| > 2 или |𝑛1 − 𝑛3| > 2 или |𝑛2 − 𝑛3| > 2 попадают внутрь
этой окружности и на асимптотику корней уравнения (19)–(22) не влияют. Точки вида

ω𝑛1 +ω𝑛2 +ω𝑛3 +ω𝑛4 +ω𝑛5

(5)
= −ω𝑛6 −ω𝑛7 попадают на внутреннюю окружность или

внутрь нее и на асимптотику корней уравнения (19)–(22) не влияют.

5. Асимптотика собственных значений дифференциального оператора (1)–(3)
в секторе 1) индикаторной диаграммы

Чтобы найти асимптотику корней уравнения (19)–(22) в секторе 1), в этом урав-
нении необходимо оставить экспоненты с показателями ω̄671 = ω123 = ω1 +ω2 +ω3 и
ω̄5671 = ω1234 = ω1 +ω2 +ω3 +ω4.
Теорема 4. Уравнение на собственные значения дифференциального оператора (1)–
(3) в секторе 1) имеет следующий вид:

𝑔1(𝑠) = 𝑔1,0(𝑠) +
𝑔1,6(𝑠)

𝑠6
+

𝑔1,7(𝑠)

𝑠7
+𝑂

(︂
1

𝑠8

)︂
= 0, (34)

𝑔1,0(𝑠)
(20)
= Δ0[𝑒

𝑎(ω1+ω2+ω3+ω4)𝑠π − 𝑒𝑎(ω1+ω2+ω3)𝑠π]; (35)

𝑔1,6(𝑠)
(21)
= Δ0𝐴6(π)[(ω1 +ω2 +ω3 +ω4)𝑒

𝑎(ω1+ω2+ω3+ω4)𝑠π−
− (ω1 +ω2 +ω3)𝑒

𝑎(ω1+ω2+ω3)𝑠π]; (36)

𝑔1,7(𝑠)
(22)−(32)

=
Δ0𝐷7

7
[𝑒𝑎(ω1+ω2+ω3+ω4)𝑠π − 𝑒𝑎(ω1+ω2+ω3)𝑠π], (37)

при этом основное приближение имеет вид 𝑔1,0(𝑠)
(35)
= 0.

Поделим в уравнении (34)–(37) на Δ0𝑒
𝑎(ω1+ω2+ω3)𝑠π ̸= 0, приведем его к следую-

щему виду:

𝑔1(𝑠) = [𝑒𝑎ω4𝑠π − 1] +
𝐴6(π)

𝑠6
[(ω1 +ω2 +ω3 +ω4)𝑒

𝑎ω4𝑠π−

−(ω1 +ω2 +ω3)] +
𝐷7

7𝑠7
[𝑒𝑎ω4𝑠π − 1] +𝑂

(︂
1

𝑠8

)︂
= 0. (38)

Основное приближение уравнения (38) имеет вид

𝑒𝑎ω4𝑠π − 1⇔𝑒𝑎ω4𝑠π = 1⇔𝑒2π𝑖𝑘⇔𝑠𝑘,1,осн =
2𝑖𝑘

𝑎ω4

, 𝑘 ∈ N. (39)
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Из общей теории нахождения корней квазиполиномов вида (34)–(38)
(см. [4, гл. 12; 6]) и формулы (39) следует следующее утверждение.
Теорема 5. Асимптотика собственных значений дифференциального оператора (1)–
(3) в секторе 1) имеет следующий вид:

𝑠𝑘,1 =
2𝑖

𝑎ω4

[︂
𝑘 +

𝑑6𝑘,1
𝑘3

+
𝑑7𝑘,1
𝑘7

+𝑂

(︂
1

𝑘8

)︂]︂
, 𝑘 ∈ N. (40)

Доказательство. Применяя формулы Маклорена, имеем

𝑒𝑎ω4𝑠π
⃒⃒
𝑠𝑘,1

=exp

[︂
𝑎ω4π

2𝑖

𝑎ω4

(︂
𝑘 +

𝑑6𝑘,1
𝑘6

+. . .

)︂]︂
=1 +

2π𝑖𝑑6𝑘,1
𝑘6

+
2π𝑖𝑑7𝑘,1

𝑘7
+𝑂

(︂
1

𝑘8

)︂
, (41)

1

𝑠6

⃒⃒⃒⃒
𝑠𝑘,1

=
𝑎6ω6

4

26𝑖6
1

𝑘6

(︂
1− 6𝑑6𝑘,1

𝑘7
+𝑂

(︂
1

𝑘8

)︂)︂
. (42)

Подставляя формулы (40)–(42) в уравнение (38), получаем[︂
1 +

2π𝑖𝑑6𝑘,1
𝑘6

+
2π𝑖𝑑7𝑘,1

𝑘7
+𝑂

(︂
1

𝑘8

)︂
− 1

]︂
+

𝐴6(π)𝑎
6ω6

4

26𝑖6𝑘6

(︂
1 +𝑂

(︂
1

𝑘7

)︂)︂
×

×
[︂
(ω1 +ω2 +ω3 +ω4)

(︂
1 +

2π𝑖𝑑6𝑘,1
𝑘6

+𝑂

(︂
1

𝑘7

)︂)︂
− (ω1 +ω2 +ω3)

]︂
+

+
𝐷7𝑎

7ω7
4

7 · 26𝑖7𝑘7

(︂
1 +𝑂

(︂
1

𝑘7

)︂)︂[︂
1 +

2π𝑖𝑑6𝑘,1
𝑘6

+𝑂

(︂
1

𝑘7

)︂
− 1

]︂
+𝑂

(︂
1

𝑘8

)︂
= 0. (43)

Приравнивая в уравнении (43) коэффициенты при 𝑘−6, получаем

2π𝑖𝑑6𝑘,1 +
𝐴6(π)𝑎

6ω6
4

26𝑖6
[(ω1 +ω2 +ω3 +ω4)− (ω1 +ω2 +ω3)],

откуда выводим

𝑑6𝑘1 = − 1

2π𝑖

𝐴6(π)𝑎
6ω7

4

26(−1)

(9)
=

𝑖

7π27

∫︁ π

0

𝑞(𝑡)𝑑𝑡, 𝑘 = 1, 2, 3, . . . (44)

Приравнивая в уравнении (43) коэффициенты при 1
𝑘7

, получаем

2π𝑖𝑑7𝑘,1 +
𝐷7𝑎

7ω7
4

27𝑖7
[1− 1] = 0,

откуда выводим

𝑑7𝑘,1 = 0, 𝑘 = 1, 2, 3, . . . (45)

Формулы (44), (45) показывают, что коэффициенты 𝑑6𝑘,1, 𝑑7𝑘,1 асимптотического
разложения (40) находятся единственным образом, при этом мы привели явные формулы
для их вычисления, поэтому теорема 5 полностью доказана.

Изучая тем же способом сектора 2), 3),. . . ,14) индикаторной диаграммы рисунка 1,
приходим к выводу о справедливости следующей теоремы.
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Теорема 6. Асимптотика собственных значений дифференциального оператора (1)–
(3) удовлетворяет следующим соотношениям:

𝑠𝑘,2 = 𝑠𝑘,1𝑒
2π𝑖
14 ; 𝑠𝑘,3 = 𝑠𝑘,2𝑒

2π𝑖
14 ; . . . ; 𝑠𝑘,𝑚 = 𝑠𝑘,𝑚−1𝑒

2π𝑖
14 = 𝑠𝑘,1𝑒

2π𝑖
14

(𝑚−1), (46)

𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 14. (47)

При этом

λ𝑘,𝑚 = 𝑠7𝑘,𝑚, 𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 14; 𝑘 = 1, 2, 3, . . . (48)

Точности амиптотических формул (40), (44)–(47) достаточно для исследования
свойств собственных функций оператора (1)–(3) и получения формулы первого регу-
ляризованного следа этого оператора.
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Abstract. The spectrum of a differential operator of high odd order with
periodic boundary conditions is studied. The asymptotics of the fundamental
system of solutions of the differential equation defining the operator are obtained
by the method of successive Picard approximations. With the help of this
fundamental system of solutions the periodic boundary conditions are studied. As
a result, the equation for the eigenvalues of the differential operator is obtained,
which is quasi-polynomial. The indicator diagram of this equation, which is a
regular polygon, is investigated. In each of the sectors of the complex plane,
defined by the indicator diagram, the asymptotics of the eigenvalues of the
operator is found. An equation for the eigenvalues of the differential operator is
derived. The indicator diagram of this equation has been studied. The asympto-
tics of the eigenvalues of the studied operator in different sectors of the indicator
diagram is found.
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